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                                                    Введение

В курсе «Прикладная механика» излагаются основные вопросы теории машин и механизмов.

Знание общих закономерностей совершенно необходимо каждому современному инженеру, который должен владеть основами общего машиноведения, чтобы правильно решать вопросы механизации производственных процессов. В связи с этим инженеры-электрики и технологи должны знать общие принципы устройства механизмов, принципы их проектирования,  детали, из которых состоят эти механизмы, а  также их расчеты на прочность. Особое внимание в данном пособии уделяется алгоритмам структурного анализа механизмов, выбору материалов для деталей машин; выбору подшипников, шпонок и т.д.

Весь комплекс указанных вопросов рассмотрен в данном пособии на примерах из горной техники.
1. Предисловие и краткий исторический очерк
Настоящее учебное пособие предназначено для студентов специальностей ГГ, СП, ВД, ТПР, ТПУ, ГЭ и др.

Учебная дисциплина «Прикладная механика» – раздел «Теория механизмов и машин» и «Сопротивление материалов» базируется на механико-математической подготовке студентов, обеспечиваемой предшествующими курсами «Высшей математики», «Теоретической механики» и др.
Раздел ТММ СМ является научной основой специальных курсов по проектированию машин отраслевого назначения и ставит следующие задачи:

· научить студентов общим методам исследования и проектирования механизмов;

·  научить понимать общие принципы реализации движения с помощью механизмов;

· научить понимать взаимодействие механизмов в машине для обеспечения кинематических и динамических свойств механической системы;
· научить студентов общим методам расчетов на прочность деталей машин.
          Краткие сведения из истории развития механики
Механика является одной из старейших отраслей наук, возникновение и развитие которой обусловлено потребностями практики. Известно, например, что при постройке египетских пирамид применялись простейшие механизмы и механические устройства: рычаги, блоки, наклонная плоскость.

Постепенно шел процесс их исследования, совершенствования и внедрения в практику.

Выдающийся деятель эпохи Возрождения Леонардо да Винчи (1452-1519 гг.) разработал проекты конструкции механизмов ткацких, печатных и деревообрабатывающих станков. Итальянский врач и математик Д.Кардан (1501-1576 гг.) изучал движение механизмов часов и мельниц. Французские ученые Г.Амонтон (1663-1705гг. и Ш.Кулон (1736-1806 гг.) первыми предложили формулы для определения силы трения покоя и скольжения.

Однако дальнейшее развитие теории механизмов и машин следует отнести к значительно более поздним временам, когда в результате накопления опыта стали возможными некоторые обобщения и частично выкристаллизовались методы этой науки. В этом смысле датой рождения науки о машинах и механизмах можно считать конец XVIII в. Задачи теории механизмов и машин рассматривались ранее в курсах прикладной механики, выделившейся из состава теоретической механики более 180 лет тому назад. Теория механизмов и машин оформилась как самостоятельная ветвь науки в XX в.
В 1724 г. по инициативе Петра I была основана Российская Академия наук, деятельность которой с первых же дней существования была посвящена решению практических задач по постройке сооружений и машин, развитию отечественного кораблестроения, артиллерии и другой техники.
Достойный вклад в развитие прикладной механики в России в XVIII в. внес гениальный ученый – академик М. В. Ломоносов, разработавший конструкции машин для производства стекла и испытаний материалов. Его научные открытия послужили источником творчества русских умельцев, изобретателей и конструкторов: И.И. Ползунова – творца паровой машины; И.П. Кулибина – создателя механизма протеза, часов-автоматов, «водохода», «самокатки» и др.; К.А. Фролова – строителя механизированного комплекса рудо- и водоподъемных устройств; отца и сына Е.А. и М.Е. Черепановых, построивших первый в России паровоз, и многих других. Интересно отметить, что конструкция «самокатки», созданной И.И. Кулибиным в 1791 г., носила черты будущих автомобилей и имела устройства для переключения зубчатых передач и свободного хода, тормоз, управляемые колеса.
В это же время протекала плодотворная деятельность величайшего математика и механика акад. Л. Эйлера, разработавшего теорию плоских зацеплений и предложившего эвольвентный профиль зубьев колес. Эти исследования послужили основой для создания французом Т. Оливье общей теории пространственных зацеплений, которая была переработана и дополнена одесским профессором Х.И. Гохманом – автором фундаментального труда «Кинематика машин» (1890 г.).
К середине XIX в.  в России выросла плеяда талантливых ученых, заложивших основы современной теории механизмов и машин. Основателем русской школы этой науки был великий математик академик П.Л. Чебышев (1821 –1894 гг.), которому принадлежит ряд оригинальных исследований, посвященных синтезу механизмов, теории регуляторов и зубчатых зацеплений, структуре плоских механизмов. Он создал схемы свыше 40 различных механизмов     и     большое     количество
их     модификаций.     Академик И.А. Вышнеградский явился основателем теории автоматического регулиро​вания; его работы в этой области нашли достойного продолжателя в лице выдающегося русского ученого проф. Н. Е. Жуковского, а также словацкого инженера А. Стодолы и английского физика Д. Максвелла. Н.Е. Жуковскому - отцу русской авиации - принадлежит также ряд работ, посвященных реше​нию задачи динамики машин (в частности, теорема о жестком рычаге).
Глубокие исследования в области теории смазочного слоя выполнены почетным академиком Н.П. Петровым. Ученик И. А. Вышнеградского - про​фессор В. Л. Кирпичев известен как автор графических методов исследова​ний статики и кинематики механизмов. В его популярной до сих пор книге «Беседы о механике» решены задачи равновесия сил, действующих в стерж​невых механизмах, динамики машин и др.

Выдающийся российский ученый профессор Н.И. Мерцалов дал новые оригинальные решения задач кинематики и динамики механизмов. В 1914 г. он написал труд «Динамика механизмов», который является первым сис​тематическим курсом в этой области. Он же первым начал исследовать пространственные механизмы. Академик В. П. Горячкин провел фундамен​тальные исследования в области теории сельскохозяйственных машин.

Русский ученый Л.В. Ассур (1878 – 1920 гг.) открыл общую закономерность в структуре многозвенных плоских механизмов, применяемую и сейчас при их анализе и синтезе. Он же разработал метод «особых точек» для кинематического анализа сложных рычажных механизмов. А.П. Малышев (1879 – 1962 гг.) предложил теорию структурного анализа и синтеза применительно к сложным  плоским и пространственным механизмам.

Существенный вклад в становление механики машин как цельной теории машиностроения внес И.И. Артоболевский (1905 – 1977 гг.). Он является организатором советской школы теории механизмов и машин; им написаны многочисленные труды по структуре, кинематике и синтезу механизмов, динамике машин и теории машин-автоматов.

Ученики и последователи И.И. Артоболевского - А.П. Бессонов, В.А. Зиновьев, Н. И. Левитский, Н.В. Умнов, С.А. Черкудинов и многие другие – своими работами в области динамики машин (в том числе акустической и неголономной), оптимизационного синтеза механизмов, теории машин-автоматов и в других областях теории механизмов и машин содействовали дальнейшему  ее развитию.

В 30-е  и последующие годы большой вклад в теорию механизмов и машин внесли своими исследованиями Н.Г. Бруевич, один из создателей теории точности механизмов, Г.Г. Баранов, автор трудов по кинематике пространственных механизмов, С.Н.Кожевников, разработавший общие методы динамического анализа механизмов с упругими звеньями и механизмов тяжелонагруженных машин.
Следует отметить труды ученых одной из старейших кафедр нашей страны – кафедры теории механизмов и машин МВТУ им. Н.Э. Баумана, где курс прикладной механики создал и начал впервые читать Ф.Е. Орлов. В дальнейшем курс отрабатывался и углублялся как в методическом, так и в теоретическом направлении: Д.С. Зернов  расширил теорию передач; Н.И. Мерцалов  дополнил кинематическое исследование плоских механизмов теорией пространственных механизмов и разработал простой и надежный метод расчета маховика; Л.П. Смирнов привел в строгую единую систему графические методы исследования кинематики механизмов и динамики машин; В.А. Гавриленко  разработал теорию эвольвентных зубчатых передач; Л.Н. Решетов развил теорию кулачковых механизмов и положил начало теории самоустанавливающихся механизмов.
Важное место в теории механизмов и машин сегодня занимают такие направления, как снижение энергозатрат на трение, повышение долговечности и надежности машин, повышение коэффициента полезного действия, снижение материалоемкости, веса и габаритов машин, повышение точности и т.д.
В настоящее время коллектив кафедры теоретической и прикладной механики и сопротивления материалов (ТПМиСМ) НИТУ «МИСиС» работает над усовершенствованием учебного курса Прикладной механики. Особое внимание уделяется решению задач курса на примерах из горной техники.

2. Структура и классификация механизмов

2.1. Основные понятия и определения

Многочисленные разновидности машин отличаются своим назначением, габаритами и т.д. Однако в каждой машине есть механизм, предназначенный для преобразования вида движения, изменения величины и направления скорости исполнительного органа машины.

Механизмом называется система тел, предназначенная для преобразования движения одного или нескольких твердых тел в требуемое движение других тел.

Основными задачами структурного анализа механизмов являются:

· исследование структурно-кинематических схем механизмов;

· определение количества свобод движения механизмов в зависимости от геометрических форм сопряжения звеньев и их количества;
· определение возможности движения механизма в заданном интервале обобщенных координат;

· обеспечение полнооборотного вращения входных и выходных звеньев (в случае необходимости);

· обеспечение заданных форм проекций движения точек звеньев меха​низма.

Для анализа используют структурно-кинематическую схему механизма - изображение механизма с помощью условных обозначений, со​держащую общую информацию о размерах и количестве звеньев, количестве кинематических пар, способе соединения звеньев и видах возможных дви​жений в пространстве (рис. 2.1).
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Рис. 2.1

Звеном механизма называется одно или несколько твердых тел, соединенных неподвижно. Здесь имеются в виду как абсолютно твердые, так и де​формируемые и гибкие тела.

Звенья механизма могут быть подвижными и неподвижными отно​сительно выбранной системы координат. Неподвижное звено называется стойкой. В каждом механизме всегда есть одно (и только одно) неподвиж​ное звено.

Звено, совершающее движение, для выполнения которого предназначен механизм, называется выходным. Выходное звено обычно соединено с исполнительным органом машины либо с входным звеном другого механизма.
Звено, которому сообщается движение от двигателя или выходного звена другого механизма, называется входным  или ведущим звеном.

На рис. 2.1 звено 1 совершает полное вращательное движение и называется кривошипом, звено 2 совершает плоскопараллельное движение – шатун, звено 3 движется поступательно – ползун, а неподвижные звенья 4 механизма называют стойками и все они нумеруются одной цифрой.

Соединение двух соприкасающихся звеньев, допускающее их относительное движение, называется кинематической парой.

Связанную систему звеньев, образующих кинематические пары, называют кинематической цепью. Цепи делят на открытые и замкнутые, простые и сложные, плоские и пространственные.

В открытой цепи имеются звенья, входящие только в одну кинематическую пару (рис. 2.2, а). В замкнутой цепи каждое звено входит не менее чем в две кинематические пары (рис. 2.2, б). Кинематическую цепь называют простой, если каждое ее звено (1 – 4) входит не более чем в две кинематические пары (рис. 2.2, в). В сложной цепи имеется хотя бы одно звено, образующие с другими звеньями более двух кинематических пар (рис. 2.2, б). Если траектории точек всех звеньев цепи лежат в параллельных плоскостях, то такую цепь называют плоской. В пространственных цепях указанные траектории либо представляют собой пространственные кривые, либо находятся в непараллельных плоскостях.
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Рис. 2.2

Число степеней свободы кинематической цепи относительно одного из ее звеньев условно называют степенью ее подвижности. Для определения степени подвижности любой кинематической цепи необходимо подсчитать число степеней свободы всех подвижных звеньев, полагая их не связанными между собой. Затем из этого числа следует вычесть число связей, наложенных на звенья кинематическими парами. Пусть n – число звеньев пространственной кинематической цепи, pk—число кинематических пар k-го класса (k =1,2,…,5). Общее число степеней свободы n звеньев без учета связей равно 6n, а общее число связей, наложенных на звенья кинематическими парами k-го класса, равно kpk. Поэтому степень подвижности кинематической цепи 

W=
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или в развернутом виде

W=6n-5p5-4p4-3p3-2p2-p1            


       (2.1)

Равенство (2.1) носит название формулы подвижности или структурной формулы пространственной кинематической цепи общего вида ( формула Сомова – Малышева).

Плоским  называется механизм, точки звеньев которого описывают траектории, лежащие в параллельных плоскостях.
Для плоских механизмов степень подвижности определяется по фор​муле Чебышева
W=3n - 2p5 - p4,

где п – число подвижных звеньев;

р4 – число кинематических пар 4-го класса; 

р5 – число кинематических пар 5-го класса. 

Число степеней подвижности механизма показывает, сколько ведущих звеньев в данном механизме.

2.2. Классификация кинематических пар
Характер относительного движения звеньев, допускаемого ки​нематической парой, зависит от формы звеньев в местах их контакта.

Совокупность возможных мест контакта образует на каждом из двух звеньев элемент кинематической пары. Элементом кинематической пары может быть точка, линия,   поверхность.
Кинематические пары, элементом  которых является точка или линия, называются высшими; кинематические пары, элементом которых является поверхность, называются низшими.

В зависимости от геометрии одного (или обоих) из соприкасающихся звеньев различают кинематические пары сферические, конические, цилинд​рические, плоскостные, винтовые.

По характеру допускаемого кинематической парой относительного движения звеньев различают вращательные (В), поступательные (П), вращательно-поступательные (В + П) и с винтовым движением ВП. Различие пар типа В + П и ВП заключается в том, что в первых относительные движения (вращательное и поступательное) независимы, а во вторых одно движение не может быть осуществлено без другого.

Наряду с парами звеньев, соприкасающихся по одной поверхности, ли​нии или точке, в практике применяют пары с многократным соприкоснове​нием. Это или повторение элементов взаимодействия (шлицевые, многозаходные винтовые, зубчатые пары), или использование одновременного соприкосновения по поверхности линии (сферическая пара со штифтом), по цилиндрической и плоской поверхностям (пара со скользящей шпонкой). 

Повторение соприкосновений звеньев характеризует эквивалентность пар различных видов. Пара с трехточечным контактом может быть эквивалент​на плоскостной или сферической низшей паре по характеру движения звеньев.

Для твердого тела, свободно движущегося в пространстве, число сте​пеней свободы (число независимых между собой возможных перемещений механической системы) равно шести: три поступательных вдоль осей X, Y, Z и три вращательных вокруг этих осей (рис. 2.3) [2].

Для звеньев, входящих в кинематическую пару, число степеней свобо​ды всегда меньше шести, так как условия соприкосновения (связей) умень​шают число возможных перемещений одного звена относительно другого: одно звено не может внедряться в другое и не может от него удаляться.
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Рис.2.3

В общем случае каждая кинематическая пара накладывает на относи​тельное движение звеньев S связей, допуская Н = 6 - S относительных дви​жений звеньев. В зависимости от числа наложенных связей S (оставшихся степеней свободы Н ) различают 5 классов кинематических пар. Такая клас​сификация  кинематических пар предложена И.И.Артоболевским (табл.2.1) [2].

В табл.2.2–2.4 приведены примеры конструктивного выполнения кинематических пар. Приведенные в табл.2.2 - 2.4 пары классифицированы исходя из предположения, что трение и деформация звеньев отсутствуют. Трение позволяет использовать отдельные пары во фрикционных передачах.

С учетом деформации пары с точечным контактом могут превращаться в пары с поверхностным сопротивлением.
Свойства кинематических пар:
1. При прочих равных условиях низшие пары передают большие усилия, чем высшие. Однако в низших парах имеет место трение скольжения, а в высших – качения, при котором сопротивление движению меньше.
2. В механизмах с высшими парами легче обеспечить требуемый(сложный) закон движения звеньев (например, в кулачковых механизмах).
3. Низшие пары обладают свойством обратимости, т.е. вид траекторий относительного движения точек их звеньев одинаковый. Высшие пары этим свойством не обладают.
4. Для низших пар обычно применяется геометрическое замыкание, а для высших – силовое.
5. Точность высших кинематических пар определяется погрешностью формы и расположения их элементов; на точность низших пар в большей степени влияют зазоры в кинематических парах.

Таблица 2.1

Виды кинематических пар

	Класс
	Число

связей  S
	Число

степенй

свободы H


	Виды кинематических пар

	
	
	
	Первый
	Второй
	Третий

	I
	1
	5
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3В + 2П
	
	

	II
	2
	4
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2 В + 2П
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3В + 1П
	

	III


	3
	3
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1В + 2П
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2В + 1П
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3В

	IV
	4


	1 В

1 П;

2 В;

1 В

1 П
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	V
	5
	1 В;

1 П;

1 ПВ
	[image: image14.png]




	[image: image15.png]



	[image: image16.png]v
' /%/%/ﬁ}"f








Таблица 2.2;2.3
Примеры конструктивного выполнения кинематических пар

[image: image17.png]



[image: image18.png]I

.....






                                                                                             Таблица 2.4

Кинематические пары высшие
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2.3 Виды механизмов и их структурные схемы
Для систематизированного изучения всего многообразия механизмов, используемых в современных машинах и приборах, обратимся к так называемой практической классификации, которая в общих чертах учитывает основные кинематические свойства и конструктивные особенности механизмов, а в некоторых случаях и их функциональное назначение.

Согласно этой классификации механизмы можно разделить на пять основных видов: рычажные, кулачковые, фрикционные, зубчатые и с гибкими звеньями. Кроме того, существует большое число различных составных или комбинированных механизмов, представляющих собой те или иные сочетания механизмов указанных выше пяти видов.

Рычажные механизмы. Среди механизмов этого вида значительное распространение получили плоские кривошипно-шатунные и кривошипно-кулисные механизмы.
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Рис. 2.5

На рис. 2.5 показаны схемы двух разновидностей кривошипно-шатунных механизмов. Назначение механизма, показанного на рис. 2.5, а – преобразование вращательного движения звена 1 в возвратно-поступательное движение звена 3, или наоборот. Звено 1, образующее со стойкой 4 вращательную кинематическую пару, называют кривошипом; звено 3, образующее со стойкой 4 поступательную кинематическую пару, - ползуном. Такой механизм называют кривошипно-ползунным. Если линия хх движения ползуна проходит через центр вращения кривошипа, то механизм называют центральным или аксильным, в противном случае – дезаксильным. Основная цель введения дезаксила (смещения) - уменьшение давления на направляющую хх. Механизм, показанный на рис. 2.5, б, служит для преобразования вращательного движения кривошипа 1 в возвратно-вращательное движение звена 3 или наоборот. Качающееся звено 3 называют коромыслом или балансиром. Поэтому механизм называют кривошипно-балансирным или кривошипно-коромысловым. В обоих механизмах звено 2 совершает сложное плоское движение и образует с другими подвижными звеньями вращательные кинематические пары. Такое звено называют шатуном.

На рис. 2.6 изображены кривошипно-кулисные механизмы. Звено 3 этих механизмов, представляющее собой подвижную направляющую для звена 2, называют кулисой, а звено 3 – кулисным камнем. 

Если в кривошипно-кулисном механизме (рис. 2.6, а) длина стойки АС=l больше длины кривошипа АВ=r, то вращательное движение кривошипа 1 преобразуется в возвратно-вращательное движение кулисы 3. Механизм с вращающейся кулисой (рис.2.6, б) получается в том случае, если l<r. В этом механизме при равномерном вращении кривошипа 1 кулиса 3 вращается с переменной угловой скоростью. Для того чтобы звено 1 являлось кривошипом, т.е. могло совершать полный оборот вокруг центра вращения, длины звеньев механизма должны удовлетворять определенным условиям. На рис. 2.6, в показан кривошипно-кулисный механизм с поступательно движущейся кулисой 3. 
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Рис. 2.6

Величина эксцентриситета е приводит, при прочих равных условиях, к снижению бокового давления толкателя на направляющие и к уменьшению размеров механизма Все рассмотренные плоские рычажные механизмы принадлежат семейству III и обладают одной степенью подвижности. В технике находят применение также пространственные рычажные механизмы.

Кулачковые механизмы находят широкое применение, особенно в приборах и машинах автоматического действия. Они предназначены для преобразования вращательного или возвратно-поступательного движения ведущего звена в возвратно-вращательное или возвратно-поступательное движение ведомого звена с остановками последнего заданной продолжительности.

В наиболее простом конструктивном исполнении кулачковый механизм состоит из трех звеньев, которые образуют между собой две низшие кинематические пары V класса и одну высшую – IV класса.

На рис. 2.7 приведены схемы простейших кулачковых механизмов. Ведущим звеном механизма, как правило, является кулачок 1. В зависимости от вида движения звено 2 называется либо толкателем, если оно совершает возвратно-поступательное движение (рис. 2.7, а, б, г), либо  коромыслом, если его движение возвратно-вращательное (рис. 2.7, в). Кулачковый механизм, ось движения толкателя которого проходит через центр вращения кулачка, называют центральным (рис. 2.7, а), а в противном случае – внецентренным (рис. 2.7, г).
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Рис. 2.7

Высшая кинематическая пара в кулачковых механизмах замыкается обычно с помощью пружин (рис. 2.8, а), однако встречаются механизмы и с геометрическим замыканием. Так, на рис. 2.8, б показан толкатель, выполненный в виде рамки, охватывающей кулачок. Кулачковый механизм может быть однократного действия (см. рис. 2.7) и многократного, в частности двукратного действия (рис. 2.8, а). В последнем случае за время одного оборота кулачка толкатель совершает два полных хода.
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Рис.2.8
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Рис. 2.9

Плоские кулачковые механизмы принадлежат III семейству, поэтому степень их подвижности определяется по структурной формуле Чебышева. Если толкатель снабжен роликом, то легко убедиться, что этот ролик не влияет на характер движения ведомого звена. Такие звенья, а также привносимые ими дополнительные степени свободы и связи называют лишними и в структурных формулах не должны учитываться.

В технике находят применение также пространственные кулачковые механизмы. Например, в механизме, показанном на рис. 2.9, вращательное движение кулачка преобразуется в возвратно-вращательное движение коромысла, причем оси указанных звеньев представляют собой скрещивающиеся прямые. Основным достоинством кулачковых механизмов является их кинематическая универсальность, т.е. способность воспроизведения практически любого требуемого закона движения толкателя (коромысла) за счет выбора соответствующего профиля кулачка.

Фрикционные механизмы. В этих механизмах движение от ведущего звена к ведомому передается за счет сил трения, возникающих в местах контакта указанных звеньев. Среди фрикционных механизмов особое место занимают механизмы с одной степенью подвижности, называемые передачами. Простейшая фрикционная передача с параллельными осями состоит из трех звеньев: двух колес (катков) цилиндрической формы и стойки (рис. 2.10). Высшая пара, образованная катками 1 и 2, относится к IV классу. Замыкание этой пары силовое, поэтому одну из опор выполняют плавающей. Если точка контакта катков располагается между центрами их вращения, что соответствует внешнему и наружному касанию, направления вращения катков противоположны  (рис. 2.10, а). В случае внутреннего касания катки вращаются в одну сторону (рис. 2.10, б).
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Рис. 2.10

На рис. 2.11 показана схема фрикционной передачи коническими катками, у которой оси валов пересекаются под прямым углом. Фрикционные механизмы применяются также для преобразования вращательного движения в поступательное (рис. 2.11, б) и вращательного – в винтовое  (рис. 2.11, в). Возможность проскальзывания катков во время их работы под нагрузкой – основной недостаток фрикционных механизмов.
К фрикционным механизмам следует отнести и фрикционные вариаторы. Последние обеспечивают плавное бесступенчатое изменение угловой скорости ведомого звена 2 при равномерном вращении ведущего звена 1  (рис. 2.12, а). Изменение угловой скорости ведомого звена осуществляется за счет перемещения ролика 2 вдоль его оси. В вариаторе с двумя конусными барабанами и промежуточным роликом  (рис. 2.12, б) скорость регулируется осевым перемещением ролика 3..

В грибовидном вариаторе  (рис. 2.12, в) угловая скорость звена 3 изменяется поворотом грибовидного катка 1 вокруг оси 2. Скорость в торовом вариаторе  (рис. 2.12, г) регулируется симметричным поворотом осей вращения роликов 3, расположенных между торами ведущего 1 и ведомого 2 звеньев
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Рис. 2.11
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Рис. 2.12

Зубчатые механизмы представляют собой передачи, в которых движение передается зацеплением зубьев ведущего и ведомого звеньев. Если угловая скорость ведомого вала меньше, чем у ведущего, то передачу называют понижающей (редуктором); в противном случае ее называют повышающей (мультипликатором). Различают передачи с внешним и внутренним зацеплениями. Эти зацепления подобны соответствующим видам контакта фрикционных катков, если гладкий обод последних заменить на зубчатый.
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Рис. 2 13

По взаимному расположению геометрических осей валов имеют место зубчатые передачи с параллельными осями (цилиндрические передачи, рис.2.13, а), с пересекающимися осями (конические передачи, рис.2.13, б) и со скрещивающимися осями (передачи винтовыми и гипоидными колесами, червячные передачи, рис.2.14, 2.15).
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Рис. 2.14
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Рис. 2.15

Червячная передача (рис. 2.15, а, б) является разновидностью передачи винтовыми колесами. Червяк 1 представляет собой видоизмененное косозубое колесо с большим углом наклона зубьев (витков), в то время как угол наклона зубьев червячного колеса 2 сравнительно невелик. Геометрические оси валов червячной передачи перекрещиваются обычно под прямым углом. 
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Рис. 2.16

Наряду с зубчатыми механизмами, у которых оси вращения колес неподвижны, в машинах и приборах находят применение так называемые планетарные механизмы. Планетарным называют механизм (рис. 2.16), в составе которого имеется хотя бы одно колесо g  с подвижной осью. Такое колесо называют сателлитом, звено H, с которым связана ось yy сателлита, – водилом, а центральную ось xx, вокруг которой вращается водило, – основной осью планетарного механизма. Зубчатые колеса, с которыми сателлит образует внешнее или внутреннее зацепление, называют центральными. Будем обозначать буквой а центральное колесо внешнего зацепления (солнечная шестерня), а буквой b – центральное колесо внутреннего зацепления (коронное колесо).

Звенья механизма, оси вращения которых совпадают с основной осью xx механизма, носят название основных звеньев. Таким образом, в механизме основными звеньями являются колеса a, b и водило H. В некоторых случаях основное звено может быть неподвижным.

На рис. 2.17 показаны схемы простейших планетарных механизмов с тремя (рис. 2.17, а) и четырьмя (рис. 2.17, в) основными звеньями. Эти механизмы по числу основных звеньев называют соответственно трехзвенными и четырехзвенными. Так как рассматриваемые механизмы представляют собой плоские кинематические цепи, то степень их подвижности определяют по структурной формуле Чебышева. Если степень подвижности планетарного механизма W = 1, то его называют планетарной передачей, если же W > 1, то – дифференциалом. 
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Рис. 2.17


Вернемся к механизму, показанному на рис. 2.16. Подвижными звеньями здесь являются солнечная шестерня а, коронное колесо b, водило Н и четыре сателлита g. Кинематические пары V класса представляют собой опоры подвижных звеньев, т.е. вращательные пары-подшипники, а парами IV класса являются зацепления колес. Характер движения звеньев не изменится, если вместо четырех сателлитов оставить один. Поэтому три сателлита являются пассивными (с точки зрения структуры) звеньями. Учитывая, что привносимые ими пассивные связи не должны учитываться в структурной формуле, имеем n = 4,  р5 = 4, р4 = 2; отсюда W=3∙4 – 2∙4 – 2 = 2, т.е. механизм является дифференциалом, а введение пассивных сателлитов позволяет разделить передаваемую механизмом мощность на ряд параллельно работающих зацеплений.
2.4. Структурные группы и структурный анализ механизмов
Структурная группа – кинематическая цепь, число степеней свободы которой относительно элементов ее внешних кинематических пар равно нулю, причем из нее нельзя выделить более простые кинематические цепи, удовлетворяющие этому условию. Такие цепи, если звенья в них образуют только кинематические пары V класса, называют группами Ассура.

Согласно идеям Л.В Ассура любой механизм образуется последовательным присоединением к механической системе с определенным движением (входным звеньям и стойке) кинематических цепей (структурных групп) с нулевой подвижностью.

Степень подвижности группы Ассура согласно формуле Чебышева:
Структурная формула группы
W = 3∙nГ  – 2∙р5Г = 0.
Отсюда
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т.е. в группе Ассура число подвижных звеньев n всегда четное, а число кинематических пар V класса p5 – кратное трем.

Если в механизме есть пары IV класса, то каждая из них должна быть заменена одним звеном и двумя кинематическими парами V класса.

В группах Ассура различают кинематические пары внутренние и внешние. Число внешних кинематических пар (вернее их элементов), которыми группа присоединяется к другим звеньям механизма, называют порядком (числом поводков) группы. Наиболее простые структурные группы с n = 2  и  p5 = 3 (табл. 2.5). Их называют двухповодковыми группами Ассура или структурными группами  II класса второго порядка. Различают  5 видов групп Ассура второго класса, отличающихся между собой только соотношением между числом вращательных и поступательных кинематических пар и порядком их расположения. Так, в группу 1-го вида (П1) входят  3 вращательные кинематические пары; в группу 2-го вида (П2) – две вращательные и одна поступательная пара, при этом поступательная пара – внешняя ;  в группе 3-го вида (П3) также две вращательные и одна поступательная кинематические пары, при этом поступательная пара – внутренняя; в группах 4-го и 5-го видов по две поступательные и по одной вращательной кинематических пар, но в группе 4-го вида (П4) вращательная пара внутренняя, а в группе 5-го вида (П5) – внешняя.

Структурные группы с n = 4 и  p5  = 6 могут образовывать трехповодковые группы III класса или двухповодковые группы IV класса (замкнутый контур имеет четыре внутренние кинематические пары).
У четырехповодковой структурной группы III класса n = 6 и p5 = 9. Пространственная структурная группа III класса представляет собой «треногу», замкнутый контур которой соединен с тремя поводками, каждый из которых имеет трехподвижную и пятиподвижную структурную пары.       

                                                                              Таблица 2.5
Классификация групп Ассура

	Класс
	Порядок второй

	
	Вид

	
	первый
	Второй
	третий
	четвертый
	пятый

	II

n = 2

p5 = 3
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	III

n = 4

p5 = 6
	Порядок третий
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	IV

n = 4

p5 = 6
	Порядок второй
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Порядок определения групп Ассура при выполнении структурного анализа:

1. Выбирается входное звено, которое обязательно должно входить в кинематическую пару V класса со стойкой.

2. Производится отделение групп Ассура возможно более низкого класса так, чтобы после ее отделения остался механизм с той же степенью подвижности, что и заданный.

3. Если отделить группу Ассура II класса не удается, то следует попытаться отделить группу Ассура более высокого класса. Разложение механизма на группы Ассура ведется до тех пор, пока не останется входное звено и стойка (основной двухзвенный механизм I класса).

По классификации Ассура-Артоболевского каждое их таких звеньев и стойка образуют начальный механизм I класса. Начальный механизм является двухзвенным и обладает одной степенью подвижности, поскольку его звенья 1 и 2  образуют либо одну вращательную (рис. 2.18, а), либо поступательную (рис. 2.18, б) кинематические пары V класса.
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Рис. 2.18



Формула строения механизма описывает последовательность присоединения структурных групп с нулевой подвижностью (групп Ассура)  к основному двухзвенному механизму I класса, состоящего из входного звена и стойки.

Согласно классификации Ассура-Артоболевкого класс механизма определяется наивысшим классом группы Асура, входящей в этот механизм.
Рассмотрим пример структурного анализа механизма (рис.2.19).
1. Обозначим звенья арабскими (1, 2, 3, …) цифрами, а кинематические пары – римскими (I, II, III, …).

2. Подсчитаем число звеньев.

Всего звеньев К = 6, число подвижных звеньев n = 5.

3. Классификация кинематических пар.

	Признаки
классификации
	Обозначение кинематической пары

	
	I
	II
	III
	IV
	V
	VI
	VII

	
	Соединяемые звенья

	
	6,1
	1,2
	2,4
	2,3
	4,5
	5,6
	3,6

	По виду
относительного
движения
	Вр.
	Вр.
	Вр.
	Вр.
	Вр.
	Пост.
	Вр.

	По элементу  
кинемат. пары
	Низшие

	Класс
	Пятый
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Рис. 2.19

4. Определяем степень подвижности механизма:
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5. Производим разложение механизма на структурные группы.

В качестве входного в этом механизме могут быть приняты звенья 1, 3 или 5, образующие со стойкой кинематические пары V класса.

Рассмотрим вариант, где в качестве входного принимаем звено 1. Отделяем от механизма наиболее удаленную от входного звена структурную группу, состоящую из звеньев 4 и 5 кинематических пар III, V, VI. Определяем степень подвижности оставшегося механизма:


[image: image48.wmf]1

4

2

0

3

3

1

=

×

-

-

×

=

W

.
Поскольку степень подвижности оставшегося механизма такая же, что и у исходного, то структурная группа отделена правильно. Это группа Ассура второго класса, второго вида (П2). Отделяем группу звеньев 2 и 3 и кинематические пары II, IV, VII. Определяем степень подвижности оставшегося механизма:
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Следовательно, отделение группы звеньев 4, 5 не изменяет степени подвижности механизма. Это группа Ассура второго класса первого вида (П1).

Оставшийся механизм представляет собой основной двухзвенный механизм первого класса, состоящий из входного звена 1 и стойки 6.

В соответствии с классификацией Ассура-Артоболевского данный механизм второго класса.

           2.5. Примеры механизмов горной техники и их структура

На рис.2.20 приведены две группы А и Б механизмов горной и другой техники.

	Группа А

	[image: image50.png]



Механизм щековой дробилки
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Механизм щековой дробилки
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Механизм щековой дробилки
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Механизм шагания экскаватора
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Механизм подъема мачты бурового станка
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Механизм управления

стрелой роторного экскаватора
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Механизм поворота ковша погрузчика
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Механизм рабочего органа погрузчика
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Механизм упора экскаватора
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Механизм шагания экскаватора


Рис. 2.20, а

	Группа Б
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Механизм опрокидывания вагона
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Механизм подъема ножа бульдозера
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Механизм опрокидывания вагона
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Механизм открывания борта вагона
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Механизм зажатия вагонетки
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Механизм подачи
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Механизм штампа
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Механизм молота
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Механизм ножа
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Механизм поперечно-строгального станка


Рис. 2.20, б

Все двадцать механизмов групп А и Б имеют начальные механизмы I класса: стойка и кривошип или стойка и ползун. Начальный механизм является двухзвенным и обладает одной степенью подвижности. Рассмотрим примеры.
[image: image1.png]


Механизм щековой дробилки.

Механизм (рис.2.21) (группа А) предназначен для преобразования полного вращательного движения кривошипа 1 в возвратно-вращательное движение коромысла 5. Состав механизма: 1 – кривошип; 2, 4 – шатуны; 3, 5 – коромысла; 6 – стойки.


Число подвижных звеньев n = 5. Число низших кинематических пар 
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. Все пары Рис. 2.21.                         вращательные.

Степень подвижности этого механизма
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Механизм управления стрелой роторного экскаватора
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[image: image927.bmp]На рис. 2.22 (группа А) показана кинематическая схема этого механизма. В процессе работы стрела экскаватора должна опускаться и подниматься. Этот механизм  преобразовывает возвратно-вращательные движения коромысла 1 в возвратно-вращательные движения коромысла 5. В составе  механизма шатуны 2 и 4, коромысло 3 и стойки 6.

Подвижных звеньев n = 5, число низших кинематических пар 
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 (5 пар вращательные и 2  поступательные) 

Степень подвижности механизма:
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          3.  Кинематический  анализ плоских рычажных  механизмов                           
3.1. Цель и методы кинематического исследования механизмов

 Как известно из курса Теоретической механики, кинематика изучает законы движения тел вне зависимости от действующих на них сил.

       Целью кинематического исследования плоских механизмов является:
· определение траекторий движения точек звеньев механизмов;

· определение скоростей и ускорений точек и звеньев механизмов.

       Под термином «скорость» будем понимать:

· линейную скорость точки,  а также
прямолинейно перемещающихся звеньев механизма;

· угловую скорость звеньев механизма.


Под термином «ускорение» понимается:

· линейные (абсолютные, относительные, полные) ускорения точек звеньев механизма;

· угловые ускорения звеньев механизма.

Порядок кинематического исследования механизма определяется формой его строения. При этом входными следует считать те звенья, соответствующие кинематические параметры движения которых заданы (мгновенное положение, скорость, ускорение).

Обычно в качестве входного выбирается звено, совершающее полный оборот вокруг неподвижной оси (кривошип) или перемещающееся поступательно (ползун). В большинстве кривошипных механизмов входное звено имеет постоянную угловую скорость, т.е. 
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Звено, совершающее качательное движение относительно неподвижной оси, называется коромыслом, а звено (не образующее кинематических пар со стойкой), совершающее плоское движение – шатуном.

Кинематическое исследование плоских механизмов может выполняться аналитически, графоаналитически и графически.

Аналитический метод является наиболее точным. Для его реализации необходимо составить систему дифференциальных уравнений движения звеньев механизма и решить её. Такое решение проводится обычно на ЭВМ.

Графоаналитический и графический методы более просты, наглядны, но менее точны.

В зависимости от требований к точности результатов анализа выбирается соответствующий метод.    

3.2 План положений механизма
Первую задачу кинематики рычажного механизма можно сформулировать так: по известным размерам звеньев механизма, задаваясь положением его ведущего звена, найти положения всех остальных звеньев.

Для механизмов II класса, которые получили преимущественное распространение в технике, одним из методов решения этой задачи является метод геометрических мест. Существо этого метода рассмотрим на примерах определения положений звеньев диад трех модификаций [1]. 

1. На рис.3.1, а приведена диада с тремя вращательными парами B, C и D. Как уже было отмечено выше, положения точек В и D, принадлежащих крайним парам группы, должны быть известны. 
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Рис. 3.1

Следовательно, для определения положений звеньев достаточно найти положение точки С внутренней в группе кинематической пары. С геометрической точкой С совпадают две физические точки 
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 и 
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, принадлежащие соответственно  звеньям 2 и 3. Геометрическим местом возможных положений точки 
[image: image78.wmf]2

C

 является окружность 
[image: image79.wmf]aa

 радиуса BC с центром в точке B, а точки 
[image: image80.wmf]3

C

- окружность 
[image: image81.wmf]bb

 радиуса CD с центром в  точке D. Положение точки С определится, очевидно, точкой пересечения окружностей 
[image: image82.wmf]aa

 и 
[image: image83.wmf]bb

. Из двух возможных положений этой точки (C и 
[image: image84.wmf]'

C

) истинное следует выбрать с учетом последовательности ее положений при движении механизма.

2. У диады второй модификации (рис.3.1,б) известны положения точки В вращательной пары и направляющей хх, которая представляет собой геометрический элемент поступательной пары. Как  и в предыдущей диаде, определив положение внутренней вращательной пары (точки С), найдем положение звеньев группы. Геометрическим местом положений точки С звена 2 будет окружность 
[image: image85.wmf]aa

 радиуса ВС с центром в точке В. Поскольку точка С звена 3 находится на постоянном расстоянии 
[image: image86.wmf]3
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 от направляющей хх, то геометрическим местом положений этой точки будет прямая 
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. Точки пересечения окружности 
[image: image88.wmf]aa

 с прямой 
[image: image89.wmf]bb

 дадут возможные положения точки С.
3. В диаде третьей модификации (рис. 3.1, в) должны быть известными положения точек B и D вращательных пар, а также кратчайшие расстояния h2  и h3  от этих точек до направляющей xx. Необходимо определить положение направляющей, которое соответствует положению прямой, касательной к окружностям 
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 и 
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 радиусов h2  и h3, проведённым из точек B и D как из центров. В диаде этой модификации задача по определению положения звеньев в общем случае также имеет несколько решений. Поэтому, определяя положение точки, принадлежащей внутренней паре, необходимо учитывать последовательность положений звеньев при движении механизма.

Изображая кинематическую схему механизма, прежде всего отмечают положение неподвижных геометрических элементов поступательных и вращательных кинематических пар. Затем ведущее звено устанавливают в заданное положение и методами, изложенными выше, находят положение звеньев структурных групп. 
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Рис. 3.2
Чертёж (рис.3.2), представляющий собой ряд последовательных положений звеньев механизма, соответствующих полному циклу его движения, называют планом положений механизма. Непрерывные линии, соединяющие на плане последовательные положения одноимённых точек, дают размеченные траектории движения этих точек.

Для большей наглядности и точности планы положений механизма рекомендуется строить в масштабе 
[image: image93.wmf]001
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 м/мм. Под масштабом в теории механизмов понимается отношение какой-либо величины, измеренной в соответствующих единицах, к длине изображающего её отрезка, измеренного в миллиметрах (
[image: image94.wmf]i
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 – масштаб длин и линейных перемещений).

3.3. Кинематический анализ механизмов  графоаналитическим способом

Кинематический анализ рычажных механизмов методом планов покажем на примере рычажного механизма, изображенного на рис.3.3. В этом пункте студент строит план скоростей для заданного положения механизма и определяет скорости характерных точек (В, С, D и Е) [3].
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Рис. 3.3

Для построения  плана скоростей  должны быть известны размеры всех звеньев и закон движения ведущего звена. 

Определяем скорость точки В кривошипа:
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(3.1)
Скорости  точек С2, принадлежащей шатуну, и С3, принадлежащей  коромыслу 3, очевидно равны между собой:  
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Скорости точек B и D известны по модулю и направлению и подчеркнуты двумя чертами в уравнении (3.2), а у скоростей vCB и vCD известны линии действия векторов (перпендикуляры к СВ и CD). Эти скорости подчеркнуты одной чертой.

Векторное равенство (3.2) является исходным для построения плана скоростей:

Из произвольного полюса Pν (рис.3.3) проводим прямую, перпендикулярную кривошипу АВ в сторону его вращения. На этой прямой откладываем отрезок (Pνb), длина которого 
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(3.3)
Через точку b плана скоростей проводим линию y-y действия вектора 
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(3.4)
Абсолютная скорость точки Е шатуна при известных скоростях его точек В и С определяется на основании свойства подобия плана скоростей. На отрезке (bc) плана, как на основании, строится (bсе, подобный (ВСЕ и сходственно с ним расположенный. Вектор скорости точки Е – это линия 
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 плана, модуль которой:
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(3.5)
Угловую скорость шатуна 2 находим по линейной скорости vCB относительного движения точки С вокруг точки В:
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(3.6)
Направление угловой скорости (2 определяется вектором vCB, если этот вектор перенести с плана скоростей в точку С.

Угловая скорость звена 3:
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 EMBED Equation.3  [image: image110.wmf]CD
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(3.7)
Направление угловых скоростей (2  и (3 показано на рис. 3.3 круговыми стрелками.

Построим план ускорений механизма. Пусть (1 = const, тогда
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[image: image928.bmp]Из произвольной точки  ра (рис. 3.4) проводим прямую  раυ║АВ и откладываем на ней отрезок раb, равный аВ в  выбранном масштабе  
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В структурой группе 2 – 3                                    известны абсолютные  ускорения 
точек В и D. Найдем ускорение точки С, имея в виду, что  аС2 = аС3 = аС. Относя точку С сначала к звену 2, а затем  к звену 3, имеем
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(3.10)
Отсюда
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 EMBED Equation.3  [image: image116.wmf]t
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(3.11)
Получилось исходное векторное уравнение для построения плана ускорений. В этом уравнении:
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(3.12)
На плане ускорений вектор аnСВ изображен отрезком  (bn1), проведенным параллельно шатуну ВC в направлении  от С к В. Длина отрезка 
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На основании свойства подобия плана ускорений положение конца вектора абсолютного ускорения точки Е шатуна найдем, если на отрезке (bc) плана построим  ∆ bce, подобный ∆ BCE  и сходственно  с ним  расположенный.  Тогда  аЕ = μa (рае).

Угловые  ускорения ε2 шатуна и  ε3 коромысла определим по  касательным ускорениям аτСB и аτСD :
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(3.13)
 3.4. Аналитический метод кинематического анализа 
рычажных механизмов

Аналитический метод кинематического анализа рассмотрим на примерах анализа кривошипно-ползунного и кривошипно-коромыслового механизмов.

Кинематический анализ кривошипно-ползунного механизма


 Мгновенное положение звена 2 определяется углом (. Для его определения спроецируем звенья 1 и 2 на ось у (рис. 3.5, а)[5]. 

r sin( + e = 
[image: image122.wmf]l

 sin (900 - ( ); ( = (1t ;


(3.14)
откуда    ( = arccos [(r sin(1t +e)/ 
[image: image123.wmf]l

].

Угловая скорость шатуна в его относительном вращательном движении 

(2 = d( /dt .





(3.15)

Угловое ускорение шатуна

(2 = d (2 / dt = d2 ( /d t2 .



(3.16)

Скорость ползуна
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(3.17)
 где
 VB = r (1   - скорость точки В;

VCB = 
[image: image125.wmf]l

 (2    - скорость движения точки С относительно точки В.
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Рис. 3.5, а
Найдем проекции этих скоростей на координатные оси:

VCX  = VBX + VCBX = - VB sin ( + VCB cos ( ;


(3.18)

VСУ = V BУ + VCBУ = VB cos ( + VCB sin ( . 


(3.19)
Т.к. ползун перемещается вдоль направляющей, параллельной  оси Х, 
то VС= VCX ,а VСУ = 0.

Ускорение точки С
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(3.20)
где
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- нормальная составляющая ускорения т. С в движении относительно точки В;
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 EMBED Equation.3 [image: image131.wmf]l

- тангенциальная составляющая ускорения т. С в движении относительно точки В:
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Ускорения центров масс звеньев и их проекции на координатные оси:
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(3.21)
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Кинематический анализ кривошипно-коромыслового механизма

Для аналитического определения угловых скоростей звеньев необходимо найти аналитическую связь углов ( и ( с углом поворота входного звена (. Для этого соединим точки В и D  и обозначим 
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  (рис.3.5, б). 

Из (АВD по теореме косинусов:
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(3.22)
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Рис.3.5, б

[image: image155.wmf].

cos

2

2

2

j

×

×

×

-

+

=

r

L

r

L

BD


Из этого же треугольника по теореме синусов:
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[image: image158.emf].
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                    (3.23)
Из ( ВСD по теореме косинусов:
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                        (3.24)
Из рис.3.6 видно, что      
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Подставив формулы (3.23) и (3.24) в выражение (3.25), получим:
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(3.26) 

Из рис. 3.6 имеем:
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Из ( ВСD по теореме синусов:
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  (3.28)
Подставляя формулы (3.4) и (3.6) в выражение (3.5), получим: 
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Определяем угловые скорости и угловые ускорения звеньев 2 и 3, учитывая, что 
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Учитывая сложность функций ((() и (((), для нахождения ( и ( необходимо применять методы численного дифференцирования, приняв шаг дифференцирования
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Линейные скорости точек и их проекции на оси координат:
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Скорости центров масс звеньев:
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Линейные ускорения точек и их проекции на оси координат:
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Ускорения центров масс звеньев и их проекции на координатные оси:
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   Для реализации изложенных выше алгоритмов кинематического анализа кривошипно-ползунного и кривошипно-коромыслового механизмов разработаны программы расчетов на ЭВМ. Программы позволяют произвести расчет кинематических параметров движения звеньев для n положений входного звена.

           3.5. Пример кинематического анализа механизмов
Решения задачи кинематичекого анализа рычажных механизмов рассмотрим на конкретном примере [4].

Для заданной кинематической схемы (рис.3.6, а) с известными геометрическими параметрами необходимо:

1. Вычертить план положений звеньев механизма в масштабе 
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, определяющие положения звеньев 2 и 3.
2. Определить аналитические углы, определяющие положение звеньев 2 и 3, линейные скорости и ускорения точек А, В и С, а также угловые скорости и ускорения звеньев 2 и 3. При этом следует воспользоваться методом векторного замкнутого контура (метод Зиновьева).

3. Определить графическим методом планов линейные скорости и ускорения всех точек механизма и угловые скорости и ускорения звеньев 2 и 3.

Определить положения, угловые скорости и ускорения звеньев механизма, а также линейные скорости и ускорения точек механизма аналитическим методом при следующих данных: l1=0,2 м; l2=0,8 м; l3=0,4 м; l4=0,95 м; lAD=0,333м; lCD=0,1 м; ω1=12 c-1; ( 1=330(.
Решение.

Представим схему механизма (рис. 3.6, а) в виде замкнутого векторного контура, для которого
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Свяжем с точкой О1 оси координат хО1у и спроецируем на них полученные векторные уравнения:
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(3.30)
Обозначим: 
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Тогда будем иметь:
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 (3.31)
Далее поступаем следующим образом: возведем в квадрат оба уравнения (3.31) и сложим их. Тогда после преобразования получим:

[image: image237.wmf]2

2

2

2

2

3

2

2

3

sin

cos

2

j

j

a

b

a

l

l

b

a

l

+

=

-

-

-

.

Обозначим левую часть этого уравнения А, а в правой части 
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Окончательно будем иметь:
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Используя аналогичные преобразования, для чего в уравнениях (3.31) поменяем местами члены, содержащие l2 и l3, получим
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В рассматриваемом примере:
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Для определения угловых скоростей ω2 и ω3 продифференцируем по времени уравнения (3.31) и произведем соответствующие преобразования, учитывая, что
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(3.32)

Разделим друг на друга правые и левые части уравнений (3.32):
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Отсюда после преобразования находим
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                                                      Рис.3.6
Аналогично находим
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В рассматриваемом примере:
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Знак (-) указывает на то, что направление угловых скоростей ω2 и ω3 имеет противоположное ω1 направление.
Скорость точки А:  
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Скорость точки В:  
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Для определения угловых ускорений (2 и (3 продифференцируем по времени уравнения (3.32) и, учитывая, что 
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Обозначим:
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Тогда
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Отсюда
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Аналогично находим:
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В рассматриваемом примере
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Ускорения:
Точки А:
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Точки В:
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3.6. Особенности кинематического анализа механизмов
 для передачи вращательного движения
Основным кинематическим параметром любого колесного механизма (фрикционного или зубчатого) является передаточное отношение, представляющее собой отношение угловой скорости ( 1 звена ведущего к ( 2 ведомого, т.е.
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Передаточное отношение может быть выражено через конструктивные параметры механизма. Так, в случае фрикционной передачи с параллельными осями, передаточное отношение может быть выражено через радиусы r1 и r2 фрикционных катков. В передаче внешнего касания (см. рис. 2.10) направления ведущего 1 и ведомого 2 катков противоположны, поэтому угловую скорость одного из них можно рассматривать как положительную, а другого – как отрицательную величину. При отсутствии проскальзывания скорость контактирующих точек обоих колес одинакова. Поэтому, обозначая указанную скорость через v и полагая, что
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(3.34)
При передаче внутреннего касания (см. рис.2.10, б) направления вращения катков одинаковы, поэтому
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(3.35)
В зубчатых передачах роль радиусов фрикционных катков играют радиусы r1 и r2 так называемых начальных окружностей находящихся в зацеплении зубчатых колес. Точки касания этих окружностей имеют одинаковую скорость. Кроме того, можно показать, что числа зубьев z1 и  z2 указанных колес пропорциональны величинам r1 и r2. Поэтому
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(3.36)
где знак минус относится к внешнему, а знак плюс – к внутреннему зацеплению.

Механизмы с последовательным соединением колес. Особенность такого механизма (рис.3.7, а) заключается в том, что на каждом валу имеется по одному колесу (1 – 3) и каждое промежуточное колесо касается двух других, находящихся на соседних валах. Передаточное отношение от ведущего вала D к ведомому валу В выражается так:
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или
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В общем случае
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(3.37)
где k – число пар сопряженных колес внешнего касания (зацепления). 

Из формулы (3.37) следует, что промежуточные колеса не влияют на величину передаточного отношения рассмотренного механизма. Это дало повод назвать такие колеса паразитными. Назначение паразитных колес сводится к изменению направления вращения ведомого звена механизма, а также к уменьшению габаритов последнего при значительных межосевых расстояниях.
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Рис 3.7
Механизмы со ступенчатым соединением колес. При таком соединении (рис. 3.7, б) на каждом промежуточном валу закреплено по два колеса, а на ведущем D и ведомом B – по одному. Передаточное отношение механизма с учетом того, что 
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или в общем случае
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где k – число пар сопряженных колес внешнего касания (зацепления). 

Таким образом, рассмотренное соединение колес позволяет реализовать большое передаточное отношение, поскольку его величина оказывается равной произведению передаточных отношений отдельных ступеней.

Графоаналитический метод кинематического анализа колесных механизмов. В основе метода лежит построение планов (картин) линейных и угловых скоростей звеньев механизма.
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Рис. 3.8

Если твердое тело (рис. 3.8) вращается вокруг центра О, то скорости точек, лежащих на прямой ОА, перпендикулярны к этой прямой и пропорциональны расстояниям до центра О, поэтому их концы располагаются на прямой 
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(3.39)  

   На рис. 3.9, а в некотором масштабе 
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 изображена схема простой двухступенчатой передачи, для которой известны диаметры начальных  окружностей всех колес и угловая скорость 
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 ведущего вала D. Справа от схемы (рис.3.9 б) показана линия хх, на которой расположены центры вращения колес, снесенные в одну из направляющих плоскостей механизма. На прямую хх проектируем характерные точки передачи – центры вращения 
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Рис. 3.9

Поскольку в точке А колеса 1 и 2 имеют одну и ту же линейную скорость
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 Для построения плана угловых скоростей проводим линию уу перпендикулярно прямой хх. От точки О пересечения прямых хх и уу по линии  хх откладываем произвольный отрезок Ор и через точку р проводим лучи, параллельные 
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Действительно, из планов линейных и угловых скоростей соответственно имеем:
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Значение дроби одинаково для всех звеньев передачи и представляет собой масштаб (( угловых скоростей, поэтому
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Рассмотрим простую планетарную передачу (рис. 3.10). Ведущим в передаче является вал D солнечной шестерни a, ведомым – вал В водила Н, неподвижным звеном – коренное колесо b. Справа от схемы построим картины линейных и угловых скоростей. 

[image: image338.png]



Рис. 3.10
Определив величину скорости точки l солнечной шестерни, отложим вектор этой скорости  в виде отрезка (ll΄) и проведем 
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 Тэта-линия неподвижного звена (коронного колеса b) совпадает на картине линейных скоростей с прямой xх, а на картине  угловых скоростей – с отрезком pO.

 Абсолютные угловые скорости звеньев отсчитывают от точки О прямой уу,  а относительные – от точки той же прямой уу, соответствующей звену, по отношению к которому рассматривается движение. Так, угловая скорость 
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Построение картины линейных скоростей для замкнутых планетарных передач типа С-1 (рис. 3.11) следует начинать с вала замыкания, хотя этот вал может и не быть ведущим, как это имеет место в рассматриваемом случае. Через точку 
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Рис. 3.11
   Таким образом, для сателлита g1 оказываются известными скорости двух точек : l и 
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-линии ведущего звена передачи. Закончив построение картины линейных скоростей, можно определить и масштаб (v, в котором она построена, так как отрезок (mm() картины представляет собой вектор полюса зацепления ведущей шестерни a1:
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4. Динамика механизмов и машин

 4.1   Основные понятия

Раздел механики, называемый динамикой механизмов, изучает движение механизмов с учетом действующих на них сил.

При конструировании звеньев и кинематических пар механизмов машин приходится  решать задачи обеспечения необходимой прочности, жесткости и долговечности. Для этого необходимо знать силовую нагрузку звеньев и кинематических пар. К механизмам машины во время ее движения приложены различные силы. К ним относятся движущие силы, силы сопротивления, силы тяжести и т.д.  Характер действия этих сил может быть разным. Он может зависеть от положения звеньев механизма, от их скорости. Силы могут быть постоянными по величине и направлению и переменными. Своим действием приложенные силы  сообщают звеньям механизма тот или иной закон движения. Все кинематические характеристики звеньев и кинематических пар определяются решением уравнений движения, выбор способа решения которого зависит от характера, действующих на механизм сил и от передаточных свойств механизма. При этом массы и моменты инерции звеньев должны быть известны. Существует и обратная задача, когда  заданы кинематические характеристики режима движения машины, и необходимо найти массы, моменты инерции, а следовательно, и размеры звеньев, при которых механизм, нагруженный  заданными силами, двигался бы в требуемом режиме.  

Преимущественное распространение имеют механизмы с жесткими звеньями, обладающие одной степенью свободы. Основные уравнения движения таких механизмов вытекают из теоремы об изменении кинетической энергии.

Для исследования систем с упругими связями при  значительных скоростях и наличии многих степеней свободы используется более мощный аппарат общей механики и математики, применяются дифференциальные уравнения  движения в форме  уравнений Лагранжа,  теории линейных и нелинейных колебаний.
4.2. Классификация  сил, действующих на механизм. Механические характеристики

В теории механизмов в зависимости от характера решаемых задач применяют  различные классификации сил.  Их можно разделить на  заданные (активные) и реакции связей. Кроме того, силы, действующие на систему, делят на внешние и внутренние по отношению к этой системе. Эти две классификации известны из курса теоретической механики. В теории механизмов обычно все силы, действующие на механизм и развивающие мощность, делятся на силы движущие и силы сопротивления. 

Движущие силы обеспечивают   движение механизма, их работа за промежуток времени, равный  времени рабочего цикла двигателя, положительна.  Направления этих сил  совпадают или составляют острый угол с  направлениями скоростей  точек их приложения. Эти силы приложены к ведущим звеньям.
Силы  сопротивления делят на полезные и вредные силы сопротивления. Эти силы   совершают отрицательную работу за время своего действия или за один цикл.  Силы полезного сопротивления - это те силы, для преодоления которых предназначена данная машина или механизм и которые обусловлены технологическим процессом. Эти силы называют также производственными  или технологическими сопротивлениями. К силам вредного сопротивления относятся  силы сопротивления среды, силы трения и т.д. 

В общем случае силы движущие и силы сопротивления (или их моменты)  являются функциями ряда кинематических параметров: дуговой или угловой координаты, линейной или угловой скорости, времени.

Зависимость движущей силы или силы сопротивления (или моментов этих сил) от  кинематических параметров, заданная аналитически или  графически, называется механической характеристикой соответственно двигателя или  рабочей машины.
Механическими характеристиками двигателя или рабочей машины называют также зависимости  параметров мощности движущих сил и сил сопротивления от  кинематических параметров. Чаще всего приходится иметь дело с характеристиками вида 

М = М(ω) ,

где ω – угловая скорость ведущего или ведомого звена.

Типовая механическая характеристика асинхронного двигателя  показана на рис.4.1.

Как видно из этой характеристики,  в процессе запуска движущий момент  электродвигателя непрерывно изменяется. Однако  при угловой скорости ротора, меньшей, чем ωm  (угловая скорость, соответствующая максимальному моменту), колебания движущего момента сравнительно невелики и с достаточной точностью можно считать, что при ω < ωm             Мдв = const. При ω > ωm момент изменяется в зависимости от ω  по закону, близкому к параболическому, который в первом приближении может быть заменен линейным. В связи с этим при запуске машин, приводящихся от асинхронных двигателей, следует различать два характерных периода:          ω < ωm; Мдв = const  и ω > ωm; Мдв изменяется. Наибольший интерес обычно представляет первый  период, так как  ωm мало отличается от номинальной скорости.
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Рис. 4.1
Характеристика рабочих машин представляет собой восходящую кривую зависимости силового параметра от кинематического. Такой вид имеет  механическая характеристика центробежных насосов, компрессоров и вентиляторов (рис. 4.2).
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Рис. 4.2
4.3. Динамическая модель механизма
Механизм обычно является многозвенной системой, нагруженной силами и моментами, приложенными к различным его звеньям.

В качестве примера рассмотрим силовую установку, в которой  двигатель внутреннего сгорания (ДВС) приводит через зубчатую передачу вал  рабочей машины (рис. 4.3, а). Пусть ее роль будет выполнять электрогенератор, вентилятор, центробежный насос или какая-либо другая роторная машина.
К поршню 3  приложена движущая сила  FД, к ротору 4 рабочей машины – момент сил сопротивления Мрм, ко всем звеньям  - силы тяжести, во всех кинематических парах действуют силы трения. Если ДВС имеет несколько цилиндров, число подвижных звеньев уже будет больше четырех. При этом на каждый поршень будет действовать движущая сила, значит, картина нагружения механизма станет еще более сложной.
Определение закона движения такой  сложной многозвенной системы – весьма трудная задача. Однако в рассмотренном примере механизм имеет одну степень свободы  (степень подвижности w=1). Это значит, что надо определить закон движения только одного  из его звеньев, которое будет являться начальным, а затем, используя обычные кинематические методы, найти закон движения всех остальных звеньев. Такая постановка задачи  позволяет заменить весь сложный механизм одним условным звеном, движущимся относительно стойки (рис. 4.3, б). 
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Рис. 4.3
В качестве начального звена рассматриваемого механизма выберем коленчатый вал ДВС, т.е. звено 1.  К условному звену (рис.4.3, б), заменяющему весь механизм, предъявим такое  требование:  пусть его суммарный приведенный момент инерции 
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 и суммарный приведенный момент сил 
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, которым оно нагружено, будут такими, что закон движения условного звена получится  полностью совпадающим с законом движения начального звена 1. Значит, условное звено будет моделировать движение начального звена механизма. Т.е. окажется его своеобразной моделью. Отсюда следует, что если определить закон движения этой простой модели (рис. 4.3, б), то автоматически станет известным закон движения  начального звена заданного механизма, т.е. будет справедливым для любого момента времени уравнение
ω1 = ωм,                                             (4.1)
в котором ω1- угловая скорость начального звена (во взятом примере – звено 1),  ωм – угловая скорость модели. Уравнение (4.1) называется уравнением моделирования или динамической моделью механизма.  
Итак, при построении модели механизма все силы и моменты, приложенные к нему, оказываются приведенными к одному звену и замененными моментом 
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, т.е. той расчетной величиной, которую в теоретической механике называют обобщенной силой. Следовательно, 
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является эквивалентом всей заданной нагрузки, приложенной к механизму. Одновременно массы всех звеньев (точнее говоря, их инертности) оказываются также приведенными к одному звену и замененными моментом инерции 
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, который является эквивалентом всей инертности механизма. Сам же заданный многозвенный механизм, нагруженный сложной системой сил и моментов, оказывается замененным простой моделью.
Таким образом, построение динамической модели состоит в приведении сил (определение 
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) и приведении масс (определение 
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). Следует подчеркнуть, что динамическая модель обязательно должна быть построена так, чтобы выполнялось уравнение (4.1), иначе переход от заданного реального механизма к его модели становится бессмысленным. Уравнение (4.1), как следует из уравнения Лагранжа второго рода, будет справедливо в том случае, если при приведении сил будет соблюдено условие равенства элементарных работ, а при  приведении масс – условие равенства кинетических энергий.
4.4. Приведение сил

Рассмотрим приведение сил на примере механизма с одной степенью свободы (рис. 4.4, а). выберем в качестве начального звено 1. механизм нагружен силами 
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 и моментом М4. Заменим механизм его моделью и приведем к ней обе силы и момент. В результате силы 
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 и момент М4  будут представлены соответствующими приведенными моментами (рис. 4.4, б). Их алгебраическая сумма равна суммарному приведенному моменту
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приложенному к модели.
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Рис. 4.4
Приведем силу 
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 к начальному звену, т.е. найдем 
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 из условия равенства элементарных работ фактически приложенной силы 
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 и заменяющего ее момента 
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где 
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 - возможные перемещения модели и точки К приложения силы 
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. Учитывая уравнение моделирования (4.1), из которого следует, что 
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Уравнение (4.3) имеет обобщающий смысл: под 
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 можно  понимать любую силу, известную по модулю и направлению, приложенную  в точке К механизма. Начальное звено которого обозначено номером 1. Следовательно, приведенный момент 
[image: image385.wmf]пр

F

М

 заменяет действие силы 
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Приведем момент М4 к начальному звену. Исходное уравнение – равенство элементарных работ:
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где 
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 - возможные перемещения модели и звена 4. Учитывая, что 
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Приведенный момент 
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 заменяет действие момента М4.

Уравнение (4.4) запишем в общем виде
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где 
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- момент, фактически приложенный к звену j.

Практически использовать для расчетов уравнения (4.3) и (4.5) можно графически с помощью планов возможных скоростей, либо аналитически с помощью аналогов скоростей и  передаточных функций.
Графический способ. Поскольку   
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Чтобы найти отношение 
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возможных скоростей  и угол 
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, построим план возможных скоростей, который для механизмов с w = 1 выполняется также как и для действительных скоростей, рассмотренных ранее. При этом необходимо помнить, что возможные скорости, в отличие от действительных, не зависят от приложенных сил, т.е. никак не связаны с законом движения механизма. После построения (рис. 4.4, г) получим
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Направление приведенного момента 
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 (рис.4.4,г), то и момент 
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Воспользуемся уравнением (4.6) для приведения силы 
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Направление 
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 должно совпадать с направлением ωМ, поскольку заменяемая сила 
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Для определения приведенного момента 
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вернемся к уравнению (4.4), в котором 
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Приведенный момент 
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 направлен против ωМ (рис.4.4,б), так как заданный момент М4 действует навстречу ω4 (рис. 4.4, а).
4.5. Приведение масс

Приведение масс рассмотрим на примере механизма (рис. 4.5, а), выбрав в качестве начального звено 1.

Заменим заданный механизм его динамической моделью (рис. 4.5, б) и сосредоточим в ней инертность всех звеньев механизма. Обозначим момент инерции модели 
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. Он является эквивалентом инертности всего механизма и называется  суммарным приведенным моментом инерции. Как было указано в § 4.3 величина 
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 определяется из условия равенства кинетических энергий модели ТМ и всего  механизма Т:

ТМ = Т.                 (4.10)
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Рис.4.5

Кинетическая энергия модели равна
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Кинетическую энергию любого звена i можно представить в виде
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где vSi – скорость центра масс  Si звена i; JiS – момент инерции звена i  относительно оси, проходящей через центр масс Si.  В случае поступательного движения ωi = 0.

Кинетическая энергия заданного механизма складывается из кинетических энергий всех его четырех подвижных звеньев:
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Звено 1 участвует во вращательном движении, 2 – в плоско-параллельном, 3 – в поступательном, 4 – во вращательном. Поэтому
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Подставим выражения  ТМ и Т в исходное уравнение (4.10) учитывая уравнение моделирования (4.1), после простых преобразований получим
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Графически использовать полученное уравнение можно с помощью планов возможных скоростей.

Графический способ. Преобразуем уравнение (4.11), учитывая, что 
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В механизме с одной степенью свободы отношения действительных скоростей равны отношениям возможных скоростей. Поэтому эти отношения можно взять из плана возможных скоростей (рис. 4.5, в).

В заключение можно отметить: так как планы возможных скоростей от закона движения механизма не зависят, то приведение масс, как и  приведение сил можно  делать и не зная закона его движения. Следовательно,  решая динамическую задачу, нужно сначала построить динамическую модель механизма, выполнив приведение масс и сил, а затем уже находить закон ее движения.
4.6. Уравнение движения механизма
Выполнив приведение си и масс, любой механизм с одной степенью свободы (рычажный, зубчатый, кулачковый и пр.), каким бы сложным он не был, можно заменить его динамической моделью (рис.4.6). 
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Рис.4.6

Эта модель в общем случае имеет переменный момент инерции 
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 и  к ней приложен  суммарный приведенный момент 
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. Закон движения модели такой же, как и закон движения начального звена механизма (4.1).

Основой для составления уравнения движения с одной степенью свободы служит теорема об изменении кинетической энергии:
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Работу совершают все активные силы и моменты, а также силы трения во всех кинематических парах механизма.

Уравнение движения в энергетической форме. Кинетическая энергия модели 
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Так как вся нагрузка, приложенная к модели, выражается суммарным моментом 
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Здесь переменная интегрирования φМ заменена координатой φ1 начального звена, так как  φМ  = φ1.

Подставив выражения (4.10), (4.14) и (4.15) в (4.13), получим уравнение движения в энергетической форме:
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где искомой величиной является угловая скорость ω1 начального звена механизма. В общем случае верхний предел φ1 интегрирования в последнем уравнении считается переменным

Если вся нагрузка, приложенная к механизму, зависит только от его положения, то суммарный приведенный момент 
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есть функция только координаты  φ1. В этом случае уравнение (4.16) решается непосредственно относительно искомой величины ω1:
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Следует помнить, что интеграл под корнем имеет знак, который необходимо учитывать.

Уравнение движения в дифференциальной форме. Проинтегрируем (4.16) по координате  φ1:
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в общем случае переменной величиной здесь является не только угловая скорость  ω1, но и 
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Это и есть уравнение движения в дифференциальной форме, поскольку искомая переменная величина – угловая скорость ω1 начального звена механизма – стоит под знаком производной. При использовании уравнения (4.19) следует помнить, что суммарный приведенный момент 
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 есть величины алгебраические и подставляются со своими знаками.

В том случае, когда исследуется механизм, имеющий 
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Для определения углового ускорения ε1 начального звена используем уравнение (4.19) и решаем его относительно 
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Величины 
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и 
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 подставляются в уравнение (4.21) со своими знаками. Если угловое ускорение ε1 получится  со знаком, противоположным знаку угловой скорости  ω1, значит начальное звено механизма движется замедленно.
4.7. Три стадии движения механизма

Движение механизма имеет  три стадии:  пуск в ход,  установившееся движение и останов (рис. 4.7). Рассмотрим  каждую из них.
1. Пуск в ход (разбег). Скорость ведущего звена  на этой стадии возрастает от нуля до нормальной рабочей скорости. В начале движения      Т0 = 0, т.е. имеем
Т = Ад – Апс – Авс   
или

Ад = Апс + Авс + Т.


[image: image455]
Рис. 4.7
Т.е. при пуске в ход механизма движущие силы не только преодолевают полезные и вредные сопротивления,  но и сообщают механизму кинетическую энергию. Следовательно,  работа движущих сил должна быть больше суммарной работы сил сопротивления. Часто для сокращения  времени пуска  или в  связи с  требованиями технологического процесса рабочую нагрузку (полезные сопротивления) снимают (холостой ход). Пример – металлообрабатывающие станки. Тогда

Ад = Авс + Т.

2. Установившееся движение .  На  этой стадии скорость  ведущего звена остается  постоянной (равновесное движение) или колеблется около некоторого среднего значения (неравновесное движение).  При установившемся движении кинетическая энергия механизма в конце и начале какого-либо промежутка времени Т = Т0 = сonst, таким образом

Ад = Апс +Авс .

Это значит, что при установившемся движении механизма назначение движущих сил сводится только к преодолению полезных и вредных сопротивлений и поэтому работа движущих сил за  время, равное  или кратное  периоду, должна быть  равна суммарной работе  сил сопротивлений. Нарушение этого баланса ведет к изменению кинетической энергии механизма, т.е. к нарушению установившегося движения. Причем работа движущих сил должна быть больше работы сил полезного сопротивления

Ад > Апс
3. Останов (выбег). Скорость ведущего звена на этой стадии работы механизма убывает до нуля,  следовательно,  Т = 0. Кроме того, движущие силы при останове отключают, поэтому Ад = 0

Т0 = Апс + Авс  ,

где Т0 – кинетическая энергия в начале останова.

Таким образом, механизм остановится после того, как  вся кинетическая энергия его звеньев будет израсходована на полезные и вредные сопротивления. Для уменьшения времени останова часто используют различные  тормозные устройства, работа которых  равна  Атс. Причем  полезные сопротивления во время останова отключаются.

Т = Авс + Атс .

4.8.  Механический коэффициент полезного действия механизма

   Как было показано выше, при установившемся движении имеет место

Ад = Апс +Авс ;  Ад > Апс.

Отношение абсолютной величины работы (или средней мощности) полезных сопротивлений к работе (или средней мощности) движущих сил за один полный цикл установившегося движения механизма называется механическим коэффициентом полезного действия (КПД) механизма:
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КПД – важнейшая количественная характеристика качества работы механизма. Чем больше КПД, тем большая часть энергии расходуется в механизме на полезную работу и тем меньше доля потерь ее на вредные сопротивления, т.е. рациональнее используется поступающая энергия.

Наряду с понятием КПД существует понятие коэффициента потерь φ.

Коэффициентом потерь называется отношение абсолютной величины работы  (или мощности) вредных сопротивлений к  работе (мощности) движущих сил
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Таким образом,    
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Определение КПД  сложного механизма, состоящего из n последовательно  соединенных механизмов, КПД которых соответственно равны  η1, η2,…, ηn (рис. 4. 8).


[image: image459]
Рис. 4.8
Nдв – мощность движущих сил первого механизма; N1 – полезная мощность первого механизма, являющаяся мощностью движущих сил для второго механизма и т.д. Тогда
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Перемножим соответственно левые и правые части написанных равенств
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Но КПД всего механизма 
[image: image464.wmf]д

n

N

N

=

h

, следовательно, 
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 (4.24)

Т.е. полный КПД сложного механизма, состоящего из ряда последовательно соединенных механизмов, равен произведению частных КПД.

Определение КПД сложного  механизма при параллельном соединении составляющих механизмов.

 При параллельном соединении нескольких механизмов с общим источником энергии, работа или мощность движущих сил распределяется между потоками (рис. 4.9)
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где Nдυ – мощность движущих сил отдельных механизмов;  Nυ – полезная мощность этих механизмов.  
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Рис. 4.9
Учитывая, что  
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 - КПД отдельных механизмов, для КПД всего механизма будем иметь
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Здесь возможны частные случаи.
1.  Если  η1 = η2 =…= ηn , то исходя из (4.25) будем иметь 
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, т.е. КПД всего механизма такой же, как для одного  механизма.
2. Если Nд1 = Nд2 =…=Nдn - потоки мощности распределены между механизмами равномерно, то
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т.е. КПД всей машины равен среднему арифметическому от КПД отдельных механизмов.

Обычно КПД отдельных механизмов определяют экспериментально и указывают в справочниках. Расчетные формулы для  определения КПД системы механизмов, соединенных последовательно или параллельно, определяются по формулам (4.24) и (4.25).
Рассмотрим, как определяется КПД в механизме передачи вращательного движения. В таких механизмах мощность обычно обозначается латинской буквой Р.

Для примера возьмем зубчатый механизм (рис. 4.10)  привода угольного комбайна при следующих данных: мощность двигателя              Р = 50 кВт; КПД пары цилиндрических колес η = 0,98; КПД пары конических колес ηk = 0,97. Все колеса на рисунке обозначены арабскими цифрами, а валы обозначим римскими цифрами.

1. Определим мощность на валах
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РI=PДв= 50 кВт; 
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Поток мощности на  III валу разветвляется на два: один поток PIIIA через зацепления колес 6 – 7 передается на вал IV первого рабочего органа A, а второй поток  PIIIB  через зацепления колес 8 – 9  и 10 – 14 передается на вал VI второго рабочего органа B, т.е.

PIII = PIIIA+ PIIIВ.

Мощности на обоих рабочих органах примем одинаковыми и равными 0,5 Pп.с. на  каждом, где Pп.с. – мощность полезных сопротивлений для всего механизма. Тогда общий КПД
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где  ηА = η;  ηВ = η5  -  КПД потока мощности к рабочему органу А и потока мощности к рабочему органу В соответственно.
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           5. Трение в кинематических парах

5.1. Основные понятия. Трение скольжения

Трением называется сопротивление  относительному перемещению соприкасающихся тел, возникающее в месте их соприкосновения. По кинематическим признакам различают  трение скольжения (трение  первого рода), возникающее при  скольжении одного тела по поверхности другого (движение поршня в цилиндре),  и трение качения (трение второго рода),  возникающее при качении одного тела по поверхности другого (качение колеса по рельсу).

По характеру смазки трущихся поверхностей  различают: сухое трение, когда смазка отсутствует;  граничное трение, когда  поверхности разделены  очень тонким слоем смазки (0,1 мкм и менее); жидкостное трение – поверхности  полностью разделены  слоем смазки; полусухое трение – сочетание сухого и граничного трения и полужидкостное – сочетание  жидкостного и граничного.  Рассмотрим  особенности сухого и полусухого трения скольжения.

По величине относительного перемещения соприкасающихся тел различают  силу трения покоя и силу трения движения.  

Сила трения покоя  направлена в сторону, противоположную  сдвигающему усилию, и равна ему по модулю. Если сдвигающее усилие  становится больше силы трения покоя, то начинается относительное  движение соприкасающихся тел. Сила трения движения  не зависит от  движущей силы и направлена в сторону, противоположную  относительной скорости скольжения. Отношение  силы трения к силе нормального давления между трущимися поверхностями называется коэффициентом трения скольжения
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где Fmp – сила трения, N – сила нормального давления.                          

Коэффициент трения зависит от многих факторов: природы материала и наличия  пленок на его поверхности (смазка,  окисел, загрязнение), продолжительности неподвижного контакта,  скорости приложения сдвигающего усилия,  жесткости и упругости  соприкасающихся тел,  скорости скольжения, температурного режима, давления,  характера соприкосновения, качества поверхностей и шероховатости.

На основании выражения (5.1) получаем  формулу Амонтена – Кулона для приближенного  определения силы трения
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Полная реакция поверхности в данной точке в общем случае слагается из  нормальной реакции и силы трения (рис.5.1). Угол отклонения полной реакции поверхности от нормали к этой поверхности называют углом трения. Все возможные  направления полной реакции в данной точке поверхности заключаются в пределах так называемого конуса трения, вершина которого совпадает с данной точкой, а образующая составляет с нормалью поверхности угол, равный углу 
трения  φ.
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Рис. 5.1
5.2. Трение в поступательной паре

Рассмотрим ползун на наклонной плоскости.  Введем обозначения:  G -  вес ползуна;  P – движущая   сила;  α  -  угол наклона плоскости;           β – угол, образуемый  силой  P с вертикалью;  f – коэффициент трения скольжения; φ – угол трения. Рассмотрим равномерное скольжение ползуна по наклонной плоскости вверх (рис. 5.2, а).  Кроме сил P и  G на  ползун действуют сила N – нормальная реакция плоскости и сила трения F, направленная противоположно движению ползуна и равная по модулю
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Полная реакция 
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 отклонена от нормали на угол φ. При равномерном движении ползуна сумма всех действующих на него сил должна быть равна нулю
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Согласно этому векторному равенству строим  замкнутый  силовой многоугольник (рис. 5.2,б), из которого определим  величину движущей силы Р, применяя теорему синусов
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При равномерном движении ползуна вниз по наклонной плоскости  сила Р будет играть роль тормозящей силы, а сила трения F  меняет свое направление  на обратное. В этом случае будем иметь
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При движении ползуна по горизонтальной плоскости α = 0 (рис. 5.2,в), что дает
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Минимальное значение движущей силы  получится при  sin (β + φ) = 1,  т.е. при β = 90 – φ


[image: image487.wmf]2

min

1

sin

f

f

G

G

P

+

=

=

j

 .

Если сила Р будет направлена  вдоль наклонной плоскости, то при     β = 90 – α (рис. 5.2,г) будем иметь
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Рис. 5.2
Верхние знаки в этом выражении соответствуют движению  вверх, а нижние – вниз.

Во всех рассмотренных случаях движение вниз  возможно при α > φ. 
Если α = φ, то при равномерном движении вниз имеем Р = 0. Если α < φ, то наклонную плоскость называют самотормозящей. В этом случае равномерное движение вниз возможно  только при наличии движущей силы Р , которая определяется формулой
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5.3. Трение в клинчатом ползуне

Рассмотрим еще одну поступательную пару – клинчатый ползун (рис. 5.3). 
Обозначим  угол при вершине желоба через β, вертикальную нагрузку на ползун G, нормальную реакцию направляющих плоскостей N. При движении ползуна вдоль желоба  по каждой из направляющих плоскостей возникает сила трения  F = f N.

По условию равновесия  
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Рис. 5.3
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Таким образом, сила трения будет равна
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   Примем 
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 называют   приведенным коэффициентом трения в клинчатом ползуне. Тогда
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5.4. Трение в винтовой паре
Рассмотрим винт с прямоугольной резьбой (рис. 5.4). Под действием вращающего момента М  винт перемещается в направлении  u и преодолевает осевую силу Q.  Пусть 
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 - элементарные силы нормального давления и трения между резьбой винта и гайки, действующие в каждой точке винтовой линии; r = d/2 – средний радиус резьбы, α – угол подъема винтовой линии резьбы.

Для определения вращающего момента составим уравнения равновесия
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                         Учитывая, что    
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 EMBED Equation.3  
[image: image504.wmf]a

a

u

sin

cos

f

Q

N

-

=

å


 .                                 (5.6)

[image: image505.png]o




          [image: image506.png]90-p = 90-p
o>





Рис. 5.4
Из выражения (5.5) имеем
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Подставив сюда  (5.6)
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 Разделим и умножим на сos α  (5.7) и, учитывая, что  f = tg α,  получим 
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Затраченная мощность  N = M·ω , а полезная    Nпол = Q·u. Тогда 
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где  u – скорость перемещения по вертикали, т.е. скорость поступательного движения винта вдоль оси его вращения; v = ω·r – окружная скорость;    u = v·tg α = ω·r· tg α.  Тогда
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В случае треугольной резьбы можно  приближенно считать, что движение  винта аналогично движению клинчатого ползуна по желобу. Тогда в полученных формулах  f  и φ необходимо заменить на    f’ и  φ’,
где  
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Пример. Болт М20 затягивается гаечным ключом с длиной плеча l = 14 d.   Сила рабочего на конце  ключа Fp = 160 Н (рис. 5.5), D1 = 30 мм ; d0 = 21 мм.

Определить силу затяжки болта Q, если коэффициент трения в резьбе и на торце гайки f = 0,15.

Решение. 

1. Обозначим  Rf  - равнодействующую силу трения  на торце гайки.

Rf = Q f,

  Сила затяжки  Rf  приложена на среднем радиусе  Rcp опорной поверхности гайки:
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Момент трения  на торце  гайки о неподвижную поверхность детали
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2. Определим момент трения в резьбе. Для М20 шаг резьбы  р = 2,5 мм; d2 = 18,37 мм – внутренний диаметр резьбы. Угол подъема резьбы
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Приведенный коэффициент трения
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Приведенный угол трения
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Момент трения в резьбе
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Момент затяжки Fp·l  должен преодолеть суммарный момент трения

Fp·l = Q Mf + Mp;
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Отсюда найдем силу затяжки болта
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Рис. 5.5
Выигрыш в силе  
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Обычно стандартный ключ этот выигрыш дает в 70…100 раз.

          5.5. Трение во вращательной  кинематической паре

Вращательная пара может быть различного вида. Если она воспринимает нагрузки, нормальные к оси вращения, то элементами этой пары являются цапфа 1 и подшипник 2 (рис. 5.6). В такой паре определяющим является знание  характера распределения нагрузки на поверхностях элементов.

О распределении давления в паре рассматривались различные гипотезы (Рейс, Вейсбах и др.), однако  отсутствие  достаточного экспериментального материала затрудняет их практическое применение.

Для практических  целей рассмотрим простейший случай, основанный на элементарной схематизации явления.

При вращении цапфы в указанном направлении  последняя будет как бы «набегать» на подшипник.  При таком набегании точкой  приложения равнодействующей нагрузки  будем считать точку А. Полная реакция в точке А будет отклонена от нормали  на угол трения φ
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где N – нормальная реакция в точке А. Момент М, приложенный к цапфе, уравновешивается моментом трения Мтр
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, где  ρ = r sin φ.

Круг радиусом ρ называется кругом трения. Т.к. углы трения малы, то можно считать 
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Рис. 5.6.

С учетом  сделанных допущений на практике момент трения во вращательной паре скольжения обычно считают по формуле


[image: image530.wmf]'

f

r

P

M

тр

×

×

=

,

где r  - радиус цилиндрического элемента  кинематической пары; f’ – приведенный коэффициент трения;  P – результирующая нагрузка, равная реакции шипа на подшипник.

Приведенный коэффициент трения определяется экспериментально. Обычно для неприработавшихся  пар при сухом трении 
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, где f – коэффициент трения плоских соприкасающихся поверхностей из того же материала.

5.6. Трение в кольцевой пяте
Если вращательная пара  воспринимает нагрузку Fa , направленную вдоль оси вращения, то элементами такой пары будут являться пята и подпятник (рис. 5.7,а). 

При вращении вала напряжение , возникающее в основании пары, распределяется  неравномерно. Из этого положения выходят следующим образом.  Те части, которые испытывают  наибольшее нагружение, убирают. Тогда эпюра распределения напряжений  выравнивается (рис. 5.7,б), а пята получается кольцевой. Определим момент сил трения в такой кольцевой пяте (рис. 5.7, в). Выделим элементарный участок площадью  dA при помощи сечений радиусами ρ и (ρ + dρ) под углом φ и (φ + dφ). Считаем нагрузку Fа равномерно распределенной по плоскости сечения.
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Силу трения, возникающую  на выделенном элементе, обозначим 
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Элементарный момент трения
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Полный момент трения
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Рис. 5.7
С учетом, что  R = D/2;  r = d/2 и q, получим полный момент трения в кольцевой пяте
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5.7. Трение гибкой нити о неподвижный барабан

В технике широкое применение находят механизмы с гибкими звеньями (ременные   и канатные передачи,  ленточные конвейеры, ленточные тормоза и др.).  Трение между гибким и твердым телами  зависит не только от коэффициента трения между этими телами, но также и от упругих свойств гибкого тела,  его деформации, а также от формы поверхности скольжения гибкого тела.

Пусть гибкая нить охватывает  неподвижный круглый барабан,  АВ – дуга обхвата, а α – угол обхвата  (рис. 5.8, а),  Найти соотношения между силами натяжения  нитей F1   и  F2 при подъеме и опускании груза. Впервые эту задачу решил Эйлер.

Допущения, которые принимаем при этом:

1. Цилиндрический барабан неподвижен.

2. Нить невесомая, абсолютно гибкая, не имеет жесткости.

Рассмотрим  подъем груза. Для этого выделим элемент гибкой нити  под углом от φ до φ  + dφ и покажем все силы, действующие на него (рис. 5.8, б).
Из условия равновесия системы имеем
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Рис. 5.8

Учитывая, что  
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, которое интегрируем в пределах от 0 до α
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Решая полученное уравнение, получим
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где знак «+» берется при подъеме груза, а знак «-»  - при его опускании.

5.8. Трение качения

Сопротивление, возникающее при качении одного тела  по поверхности другого, называется  трением качения. Оно обусловлено  деформациями этих тел.   Из-за этих деформаций нормальная реакция смещается, что приводит к возникновению пары сил 
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, которая называется парой трения качения (рис. 5.9). Плечо этой пары  k зависит от материала и  его упругих свойств  и называется коэффициентом трения качения.

Максимальная величина пары трения качения

Mk = k N.
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Рис. 5.9
Минимальная сила  Р, необходимая для качения катка
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Условие равновесия катка выражается так:
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Рассмотрим  частные случаи.

1. Перемещение груза на катках (рис. 5.10).

Платформа, вес которой G опирается на катки радиусом  R. Суммарный вес катков  Gk. Положим, что проскальзывание отсутствует. Определить сопротивление трения при перемещении плаформы по горизонтальной плоскости. Коэффициент трения качения между катками и опорной поверхностью k ,  а между платформой и катками -  k1.

Обозначим Fпр –  сила трения, приведенная к какой-либо точке платформы. Тогда, не изменяя баланса мощности, можно принять, что все нагрузки приходятся на один каток.

N = G + Gk;     N1 = G – силы нормального давления между катком и опорной поверхностью и между  катком и платформой. Определим моменты трения соответственно между катком и опорной поверхностью и между катком и платформой

Mk = k N = k(G + Gk);

Мk’ =k1 N1 = k1 G.
Мощность приведенной к какой-либо точке силы трения равна мощности, развиваемой моментами трения качения Mk и Mk’.
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Здесь v  - скорость платформы; 
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 - угловая скорость катка;   D = 2 R. 

Отсюда
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Рис. 5.10.

Введем обозначение  
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Обозначим  через  
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 - приведенный коэффициент трения при перемещении груза на катках
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Если вес катка много меньше веса груза , то 
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2. Перемещение груза на колесах (рис. 5.11).

Пусть вагонетка катится по рельсам. G – вес вагонетки с грузом;  Gk – общий вес колес;  f’ – коэффициент трения скольжения в подшипниках;  k – коэффициент трения качения между колесом и рельсом;  r – радиус цапф;  R – радиус колеса. Аналогично предыдущему условию приведем все нагрузки  к одному колесу. Тогда  N = G + Gk – давление между колесом и рельсом;   N’ = G – давление в цапфе.
Момент пары трения между колесом и рельсом

Mk = N k = k(G + Gk).
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Рис. 5.11
Момент пары трения  скольжения  во вращательной паре

M’ =f’ N’ r = f’ G r

Fпр – приведенная к какой-либо точке сила трения. Мощность, развиваемая этой силой, должна быть равна
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где v – скорость  вагонетки; 
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Введем обозначение 
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Обозначим 
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6.  Принципы инженерных расчетов: расчетные модели геометрической формы, материала и предельные состояния, типовые элементы изделий.

Машины и механизмы, с которыми приходится иметь дело на практике, представляют собой, как правило, сложные конструкции, отдельные элементы которых  можно свести к более простым типам. Поэтому исследование вопроса прочности реального объекта начинается  с выбора расчетной схемы. 

Расчетной схемой называется реальный объект, освобожденный от несущественных особенностей этого объекта. Для одного и того же объекта может быть предложено несколько расчетных схем. В первую очередь это зависит от требуемой точности и от того, какая сторона явления интересует исследователя в данном конкретном случае.
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Рис.6.1.

Так, например, если требуется рассчитать канат подъемного механизма (рис.6.1), то в первую очередь надо учесть вес поднимаемого груза, ускорение, с которым он движется, а при большой высоте подъема, возможно, и вес самого каната. В то же время можно отбросить влияние таких несущественных факторов, как аэродинамическое сопротивление, возникающее при подъеме клети, силы барометрического давления на разных высотах, изменение температур с высотой и другие подобные им факторы, которых может быть названо  неограниченное количество. Для одного и того же объекта может быть предложено несколько расчетных схем в зависимости от требуемой точности и от того, какая сторона явления интересует исследователя в данном конкретном случае. Так, если в упомянутом примере подъемника нужно оценить прочность каната, то клеть и груз допустимо рассматривать как  жесткое целое и свести их действие на канат к силе, приложенной на конце каната (рис.6.1). Если же необходимо решить вопрос о прочности самой клети, то ее уже нельзя считать абсолютно твердым телом.  Ее конструктивные особенности надо рассматривать отдельно и в соответствии с этим выбирать для нее расчетную схему.

Выбор расчетной схемы начинается со схематизации свойств материалов. Общепринятым считается рассматривать все материалы как однородную сплошную среду, независимо от особенностей их микроструктуры.

Под однородностью материала понимается независимость его свойств от величины выделенного из тела объема. В действительности материал уже  в силу молекулярного строения не может по данному определению  быть однородным. Металлы, имеющие поликристаллическую структуру, т.е. состоящие из множества хаотически расположенных кристалликов, также не являются однородными. Однако эти особенности не являются существенными, поскольку речь идет об исследовании конструкций, размеры которых превышают не только размеры межатомных расстояний,  но и размеры кристаллических зерен.

Из понятия однородности вытекает понятие сплошной среды, как среды, непрерывно заполняющей отведенный ей объем. 

Сплошная среда при выборе расчетной схемы наделяется свойствами, отвечающими основным свойствам реального материала. Так, например, под действием внешних сил реальное тело меняет  свои геометрические размеры. После снятия внешних сил геометрические размеры тела полностью восстанавливаются. Свойство тела восстанавливать свои первоначальные размеры называется упругостью. При решении большей части задач среда считается совершенно упругой. В действительности реальное тело в какой-то малой степени обнаруживает отступление от свойств совершенной упругости. При больших нагрузках это отступление становится настолько существенным, что в расчетной схеме сплошная среда наделяется уже другими свойствами, соответствующими новому характеру деформирования реального тела.

Обычно сплошная среда принимается изотропной, т.е. предполагается, что свойства любого тела, выделенного из сплошной среды, не зависят от его исходной ориентации в пределах этой среды.

Отдельный кристалл анизотропен, но если в объеме содержится весьма большое количество хаотически расположенных кристаллов, то материал в целом можно рассматривать как  изотропный. Поэтому предполагается, что металлы в той мере, в какой с ними приходится иметь дело в механике, изотропны. Однако встречаются и анизотропные материалы, например, дерево.

В зависимости от условий нагружения материал может находиться в различных механических состояниях. При небольших внешних силах материал работает упруго, или, как говорят, находится в упругом состоянии. При больших силах обнаруживаются заметные остаточные деформации и материал находится в пластическом состоянии. Затем происходит образование местных трещин и наступает состояние разрушения.

Состояние, при котором происходит качественное изменение свойств материала – переход от одного механического состояния к другому – называется предельным напряженным состоянием. Для пластичного материала предельным обычно считается напряженное состояние, соответствующее возникновению заметных остаточных деформаций, а для хрупкого – такое, при котором начинается разрушение материала. Физические процессы, происходящие в этих предельных состояниях, существенно различны, поэтому существенно различными  могут быть и условия перехода в эти состояния.

Предельное напряженное состояние может рассматриваться, как характеристика свойств материала. Когда ведется расчет конструкции на прочность по максимальным напряжениям, напряженное состояние в наиболее опасной точке исследуемого тела сопоставляется с  предельным для данного материала. На основании этого сопоставления делается вывод о надежности конструкции.

Вопрос, который возникает при этом, заключается в определении предельного напряженного состояния.

В случае одноосного напряженного состояния задача решается  просто. Производится испытание материала на растяжение и на диаграмме растяжения выбирается характерная точка, соответствующая предельному напряжению данного материала. Обычно таковым является либо предел текучести σТ, либо предел прочности σВ.
В случае сложных деформаций это неприемлемо.

Следовательно, вытекает необходимость создания  общего метода оценки меры опасности любого напряженного состояния при ограниченном числе механических испытаний, который называется теорией предельных напряженных состояний или теорий прочности.

При выборе расчетной схемы вводятся упрощения также в геометрию реального объекта. Основным упрощающим приемом является приведение геометрической формы тела к схеме бруса и к схеме оболочки.

Под брусом понимается тело, одно из измерений которого (длина) много больше двух других. Основными геометрическими элементами бруса являются его ось и поперечное сечение. Ось бруса – линия, соединяющая  центры тяжести всех его поперечных сечений.  В зависимости от формы оси брусья могут быть прямолинейными или криволинейными (рис. 6.2, а, б.) Брус с прямолинейной осью часто называют стержнем или балкой.

Оболочки – тела, ограниченные криволинейными поверхностями, расположенными на близком расстоянии друг от друга (рис.6.2, в). У этих элементов конструкции один размер (толщина) значительно меньше двух других. Плоские оболочки называются плитами или пластинами.
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Рис. 6.2

7.  Расчеты на прочность при растяжении-сжатии

Если взять однородный прямолинейный стержень одинакового поперечного сечения (рис. 7.1.) и приложить к нему две равные по величине и противоположно направленные по его продольной оси силы Р, то он будет испытывать  деформацию растяжения, которая проявляется в изменении его длины и поперечных размеров.

Его первоначальная длина l  увеличится на величину Δl, которая называется абсолютным удлинением или абсолютной деформацией.
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, где  l1 – длина стержня после деформации.

Абсолютная деформация зависит от длины стержня, с увеличением последней она при данном значении деформирующей силы возрастает. Поэтому деформация  растяжения более полно характеризуется величиной, которая называется относительной  деформацией
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Если силы Р направить в противоположную сторону, то получим деформацию сжатия. В этом случае Δl называют абсолютным укорочением, так как при сжатии длина стержня уменьшается.

Одновременно с продольной деформацией стержень претерпевает поперечную деформацию. При растяжении поперечные размеры уменьшаются, а при сжатии – увеличиваются. Относительная поперечная деформация
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Рис. 7.1. 

Отношение 
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называют коэффициентом Пуассона. Величина μ характеризует свойства материала и определяется  экспериментально. Для стали μ = 0,25…0,33; для меди μ = 0,31…0,34; для чугуна μ = 0,23…0,27; для алюминия μ = 0,32…0,36.

Определим напряжения, возникающие в сечениях стержня, перпендикулярных его оси при помощи метода сечений. Согласно гипотезе плоских сечений можно предположить, что для однородного стержня все поперечные сечения  при деформации  перемещаются параллельно и, следовательно, в них действуют только нормальные напряжения, равномерно распределенные по сечению. Рассечем стержень плоскостью 1-1 (рис.7.1) перпендикулярной оси стержня и отбросим одну его часть, например, правую. Из условия равновесия оставшейся части стержня (рис. 7.1) равнодействующая  внутренних сил  N = P. Эта сила распределена по сечению F. Отсюда
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Экспериментальными исследованиями установлено, что в пределах малых деформаций для пластичных материалов имеет место прямая зависимость  между напряжениями и деформациями. Эта зависимость носит название закона Гука:
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Коэффициент пропорциональности Е называется модулем продольной упругости или модулем упругости  первого рода или модулем Юнга. Он имеет размерность напряжения (Па или МПа) и характеризует  способность материала сопротивляться упругой деформации при растяжении или сжатии. Величину модуля Юнга определяют экспериментально. Для стали Е = (2,0÷2,2)·105 МПа. Подставив в закон Гука значения σ и ε, получим
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т.е.  абсолютное удлинение (укорочение) стержня при растяжении (сжатии) прямо пропорционально приложенной силе и длине стержня и обратно пропорционально модулю упругости и площади поперечного сечения. Произведение EF называется жесткостью поперечного сечения при растяжении (сжатии).

8. Механические свойства конструкционных материалов

Работоспособность конструкционных материалов при различных видах нагружения определяется величинами, которые называются механическими характеристиками. Они  устанавливают границу безопасной эксплуатации элементов конструкций при статическом и динамическом нагружениях. К основным механическим характеристикам относятся предельные напряжения, твердость и ударная вязкость.

Величины механических характеристик получают обычно в лабораторных условиях доведением образцов до разрушения. Наиболее распространены испытания на растяжение и сжатие, т.к. они достаточно просты и позволяют с достаточной достоверностью судить о поведении материалов и при других деформациях.

8.1. Диаграмма растяжения

Испытание различных материалов на растяжение осуществляется статическим нагружением на специальных машинах. Для испытания берется  стандартный  цилиндрический образец (рис. 8.1, а).
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Рис. 8.1

При растяжении образца на машинах регистрируют нагрузку на образец и его удлинение Δl. По полученным данным строят диаграмму растяжения образца, представляющую кривую Р = f(Δl). Однако форма такой диаграммы в координатах (Р ; Δl) зависит от размеров  испытуемого образца, его длины  и площади поперечного сечения. Для того, чтобы количественно оценить физические  свойства материала диаграмму пересчитывают в системе координат (σ; ε). По вертикальной оси откладывают напряжение   
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, где F0 – площадь поперечного сечения образца до испытания, а по горизонтали - 
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, где  l0 – длина расчетного участка образца до испытания. Диаграмма σ = f(ε)  характеризует свойства испытуемого материала и носит название условной диаграммы растяжения, так как  напряжения и относительные удлинения вычисляют соответственно по отношению к площади поперечного сечения и первоначальной длине (рис. 8.2). Отметим на диаграмме характерные точки и дадим определение соответствующих им числовых величин.

Диаграмма растяжения образца из малоуглеродистой стали характеризуется следующими  отличительными участками.

Участок I соответствует упругим деформациям материала образца (прямая ОА).
Наибольшее напряжение, до которого материал следует закону Гука, называется пределом пропорциональности (σп).

Величина предела пропорциональности зависит от той степени точности, с которой начальный  участок диаграммы можно рассматривать как прямую. Степень отклонения кривой  σ = f(ε)  от  прямой 
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 определяют по величине угла, который составляет касательная к диаграмме с осью 
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. В пределах закона Гука этот угол определяется величиной 
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Рис. 8.2

Участок II начинается после точки А, когда диаграмма становится криволинейной. Но до точки В деформации остаются упругими, т.е. при разгрузке образец восстанавливает свою  первоначальную форму и размеры.  При дальнейшем увеличении нагрузки за точкой В появляются неупругие деформации.
Упругие свойства материала сохраняются до напряжения, называемого пределом упругости. Под пределом упругости (σу)  понимается такое  наибольшее напряжение, до которого материал не получает остаточных деформаций. Предел упругости и предел пропорциональности трудно поддаются определению и резко меняют свою величину в зависимости от условно принятой нормы на угол наклона касательной и на  остаточную деформацию.

В точке С начинается процесс деформации материала без увеличения нагрузки.

Следующей характеристикой является предел текучести (σТ). Под пределом текучести  понимается то напряжение, при котором        происходит рост деформации без заметного увеличения нагрузки. На диаграмме появляется так называемая «площадка текучести». Предел текучести легко поддается определению и является одной из основных механических характеристик материала.

Дальше по диаграмме идет участок III, характерный увеличением нагрузки , при котором происходит дальнейшая деформация образца. Этот участок называется зоной упрочнения.

Отношение максимальной силы, которую способен выдержать образец к его начальной площади поперечного сечения называется пределом прочности или временным сопротивлением (σвр).  σвр не есть напряжение, при котором разрушается образец. Если относить растягивающую силу не к начальной площади сечения, а к наименьшему сечению в данный момент (в момент разрыва образца  на нем образуется шейка, показанная на рис. 8.1, б, диаметр которой очень быстро уменьшается, а деформация в этот момент носит локальный характер), можно заметить, что напряжение  перед разрывом существенно больше, чем  σвр. Таким образом, предел прочности является условной величиной, но в силу удобства и простоты ее определения она прочно вошла в расчетную практику как основная характеристика  прочностных свойств материала.
Участок IV начинается в точке D и заканчивается разрушением образца. Он носит название зоны разрушения образца. Деформация образца  на этом участке характерна образованием шейки и удлинением образца за счет ее утонения 
При испытании на растяжение определяется еще одна характеристика материала -  удлинение  при разрыве δ%.

Удлинение при разрыве представляет собой величину средней остаточной деформации, которая образуется к моменту разрыва на определенной стандартной длине образца.
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8.2. Пластичность и хрупкость. Твердость

Способность материала получать большие остаточные деформации, не разрушаясь, называется пластичностью. Свойство пластичности используется в таких технологических операциях, как ковка, штамповка, гибка, вытяжка, волочение и т.п. Мерой пластичности является удлинение δ при разрыве. Чем больше δ, тем пластичнее считается материал. К числу весьма пластичных материалов относятся алюминий, отожженная медь, латунь, малоуглеродистая сталь и др.  К числу слабо пластичных материалов относятся многие легированные стали.

Противоположным свойству пластичности является свойство хрупкости, т.е. способность материала разрушаться без образования заметных остаточных деформаций. Материалы, обладающие этим свойством, называются хрупкими. Для таких материалов величина удлинения при разрыве не превышает 2 – 5 %, а в ряде случаев измеряется долями процента. К хрупким относятся такие материалы, как чугун,  высокоуглеродистая сталь, стекло и др. Диаграмма растяжения хрупких материалов (рис. 8.3) не имеет площадки текучести и зоны упрочнения.

Пластичные и хрупкие материалы по-разному ведут себя и  при испытании на сжатие. Испытание на сжатие производится на коротких цилиндрических образцах, располагаемых между параллельными плитами. Для малоуглеродистой стали диаграмма сжатия показана на рис. 8.4. 
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                              Рис. 8.3                                                        Рис. 8.4 

Здесь, как и при растяжении образуется площадка текучести с последующим переходом к зоне упрочнения. Но в дальнейшем нагрузка не падает, как при растяжении, а резко возрастает.  Происходит это в результате того, что площадь поперечного сечения образца увеличивается, сам образец вследствие трения на торцах принимает бочкообразную форму. Довести образец из пластического материала до разрушения практически не удается. Предел прочности  при сжатии для таких материалов не может быть найден.

При испытании на сжатие хрупких материалов диаграмма сохраняет качественные особенности диаграммы растяжения (рис. 8.3). Предел прочности хрупкого материала при сжатии определяется также как и при растяжении. Разрушение образца происходит с образованием трещин по наклонным или продольным плоскостям (рис. 8.5.)
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Рис. 8.5.

Испытание образцов на растяжение и сжатие дает объективную оценку свойств материалов.  В производстве однако, для оперативного контроля за качеством изготовляемых деталей, этот метод испытания представляет в ряде случаев значительные неудобства. Например,  при помощи испытания на растяжение и сжатие трудно контролировать правильность термообработки готовых изделий. Для такого контроля нужно было бы для каждой партии деталей изготовлять несколько образцов – «свидетелей», проходящих все стадии термообработки, а затем подвергать эти образцы испытанию на растяжение или сжатие и таким образом определять механические характеристики для готовой партии деталей. Такой прием сильно загружал бы производство и снижал бы оперативность контроля.

На практике большей частью прибегают  к  сравнительной оценке свойств материала при помощи пробы на твердость. 

Под твердостью понимается способность материала противодействовать механическому проникновению в него посторонних тел. 

В материале при вдавливании в него острого предмета возникают местные  пластические деформации, сопровождающиеся при дальнейшем увеличении сил местным разрушением. Поэтому показатель твердости связан с показателем прочности и пластичности и зависит от конкретных условий ведения испытания. 

Наиболее широкое распространение получили пробы по Бринеллю и по Роквеллу. В первом случае в поверхность исследуемой детали вдавливается стальной шарик диаметром 10 мм, во втором – алмазный острый наконечник. По обмеру полученного отпечатка судят о твердости материала. Таким образом, в результате пробы на твердость удается определить прочностные показатели материала, не разрушая детали.

Числом твердости можно пользоваться для определения механических характеристик материала. Так, по числу твердости можно с достаточной степенью точности определить предел прочности. Например, для  углеродистой термически необработанной стали зависимость между твердостью по Бринеллю и пределом прочности
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Для легированной термически обработанной стали
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8.3. Ударная вязкость

Ударной вязкостью называют величину,  характеризующую способность материала сопротивляться действию ударных нагрузок. 

Ударную вязкость а определяют как отношение работы А, затраченной на разрушение образца, к площади его поперечного сечения F. 
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Меру сопротивления удару определяют на специальных испытательных копрах, на которых при помощи маятника разрушаются образцы.

8.4. Допускаемые напряжения и запас прочности

Для обеспечения нормальной работоспособности детали необходимо, чтобы фактически возникающие напряжения растяжения и сжатия не превышали некоторого безопасного, или допускаемого напряжения, обозначаемого 
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. Это такое напряжение, при котором обеспечивается достаточная прочность и долговечность детали.

Для того, чтобы деталь обладала необходимой надежностью и работала безотказно, необходимо создать требуемый запас прочности по отношению к экспериментально  определенным величинам предельных напряжений, при которых может разрушиться деталь или возникнуть пластическая деформация. Следовательно, безопасное (или допускаемое) напряжение должно являться для данного материала и вида нагружения частью  экспериментально определенного предельного напряжения
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где [n] – регламентированный нормами проектирования коэффициент запаса прочности или  коэффициент безопасности; σпр – предельное напряжение материала. В качестве предельного напряжения выбирают одну из механических характеристик материала: для пластичных материалов при статическом нагружении – предел текучести σТ;  для хрупких материалов при статическом нагружении – предел прочности σВ; для любых материалов при циклическом изменении нагрузки – предел выносливости (усталости) σr . 
Величина регламентированного коэффициента запаса прочности [n] определяется  на основе  существующего опыта эксплуатации данной группы механизмов, машин, приборов. Общий коэффициент запаса прочности обычно рассматривают как произведение частных коэффициентов запаса прочности: 
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При выполнении проверочных расчетов должно быть выполнено условие 
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, где n – фактически существующий запас прочности.
Каждый из частных коэффициентов запаса отражает влияние на прочность деталей какого-либо фактора или группы взаимозависимых факторов. Учет этих факторов зависит от  требований, предъявляемых к расчету, а также от назначения и условий работы рассчитываемых деталей. Обычно учитывают степень надежности материала, точность расчетной схемы, степень динамичности нагрузки и величину возможной перегрузки, степень ответственности детали, условия работы детали, наличие концентраторов напряжения и т.д. Количество учитываемых факторов и соответствующих им частных коэффициентов колеблется от одного до десяти.

В машиностроении обычно для определения  допускаемого запаса прочности пользуются   произведением трех частных коэффициентов:
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где [n1] = 1,2÷1,5– коэффициент, учитывающий точность расчетной схемы;  [n2]  – коэффициент, учитывающий неоднородность материала и его чувствительность к степени чистоты обработки поверхности.  Для высокопрочных сталей [n2] = 2 ÷ 3; для хрупких материалов [n2] = 3 ÷ 4; для пластичных материалов при статическом нагружении [n2] =1,2 ÷ 2,2;  при расчетах на усталость [n2] = 1,5 ÷ 2.  [n3] – коэффициент, учитывающий условия работы и степень ответственности детали. Обычно [n3] = 1 ÷ 1,5.

8.5. Геометрические характеристики плоских сечений

При деформации растяжения и сжатия площадь поперечного  сечения полностью характеризовала прочность и жесткость детали. Однако при других деформациях прочность и жесткость характеризуется не только размерами сечения, но и его формой. К числу  геометрических характеристик сечения,  учитывающих оба указанных фактора, относятся статические моменты, моменты инерции, моменты сопротивления.

Статические моменты сечения. Возьмем некоторое поперечное сечение бруса (рис.8.6)  в системе координат  y, z.  Координаты центра тяжести этого сечения zc и yc определяются по формулам
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где F - площадь всей фигуры; dF - элемент площади.

Интегралы вида 
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 называют статическими моментами фигуры относительно осей y, z, которые обозначают соответственно через Sy  и Sz, т.е.
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Рис. 8.6 

Таким образом, статический момент плоской фигуры относительно какой-либо оси равен сумме произведений элементарных площадок на их расстояния до данной оси.

Оси, проходящие через центр тяжести фигуры, называют центральными осями. Статические моменты площадей относительно  центральных осей равны нулю, т.к. для них  zc = 0  и  yc = 0.
Моменты инерции плоских сечений. Различают осевые, полярные и центробежные моменты инерции. 

Осевым моментом инерции сечения называют взятую по всей площади сечения сумму произведений  элементарных площадок на квадрат расстояний их до соответствующей оси. Обозначая моменты инерции относительно осей z и y соответственно через Jz  и  Jy, имеем
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Полярным моментом инерции (моментом инерции относительно полюса) называют взятую по всей площади сечения сумму произведений элементарных площадок на квадрат их расстояния до данного полюса:
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Центробежным моментом инерции сечения называют взятую по всей площади сечения сумму произведений элементарных площадок на обе координаты в данной прямоугольной системе осей.
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Моменты инерции измеряют в единицах длины в четвертой степени [м4].

Из приведенных определений следует, что момент инерции сложной фигуры равен сумме моментов инерции ее частей.

Рассмотрим некоторые свойства моментов инерции.

1. Момент инерции относительно полюса, являющегося началом прямоугольной системы координат равен сумме моментов инерции относительно осей данной системы. Из рис. 8.6 имеем
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Если  Jz = Jy, то   Jp = 2 Jz = 2Jy.

2. Момент инерции сечения относительно какой-либо оси равен моменту инерции этого сечения относительно центральной оси, параллельной данной, сложенному с произведением площади сечения на квадрат расстояния между осями.

Пусть z - ось, проходящая через центр тяжести данного сечения, т.е. центральная. Определим момент инерции относительно оси z1 параллельной центральной (рис. 8.7).
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Рис. 8.7 

Но 
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Таким образом
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Введем понятие главных осей инерции. Две взаимно перпендикулярные оси с началом в данной точке, для которых центробежный момент инерции  плоской фигуры равен нулю, называются главными осями инерции фигуры в этой точке. Главные оси инерции, проходящие через центр тяжести сечения называются главными центральными осями инерции.

Легко видно, что в том случае, когда сечение имеет хотя бы одну ось симметрии, эта ось является одной из главных центральных осей инерции, а другая проходит через центр тяжести сечения перпендикулярно первой. Если хотя бы одна из двух взаимно перпендикулярных осей, проходящих через центр тяжести сечения, является осью симметрии, то такие оси являются главными центральными осями инерции.

В общем случае главные центральные оси инерции фигуры могут быть найдены, если известны ее центробежный  Jz1y1  и осевые Jz1 и  Jy1  моменты инерции относительно произвольно расположенных центральных осей  z1 и y1. Для этого систему осей z1 и y1  необходимо  повернуть на угол α, определяемый из соотношения 
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При этом значении угла α один из осевых моментов будет наибольшим, а другой наименьшим. Одновременно центробежный момент инерции относительно этих осей  обращается в нуль.

Моменты инерции относительно главных центральных осей называют главными моментами инерции. Они обладают тем свойством, что один из них имеет максимальное, а другой  минимальное значение по сравнению с моментами инерции относительно остальных  центральных осей. Главные моменты инерции
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Определим величины моментов инерции наиболее распространенных плоских сечений, встречающихся при расчетах и конструировании деталей механизмов.

Прямоугольник высотой h и шириной b (рис. 8.8, а). 
Выделим в прямоугольнике  элементарную полоску высотой h и шириной b . Полоска отстоит от центральной оси  z, параллельной основанию на расстоянии  y. При этом  изменяется в пределах от (+h|2)  до (– h|2).
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Рис. 8.8 

Аналогично  
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Для того же прямоугольника момент инерции относительно оси, проходящей через основание,
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2. Круг диаметром d (рис. 8.8, б). Выделим в круге элементарную площадь в виде кольца радиусом ρ и шириной  dρ . Площадь кольца
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Полярный момент инерции относительно центра круга 
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3. Круговое кольцо с наружным диаметром D  и внутренним  d (рис. 8.8, в ). В данном случае полярный момент инерции относительно центра кольца может быть получен как разность полярных моментов инерции большого и малого круга. 
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Осевые моменты инерции круга относительно его центральных осей равны между собой. Тогда
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9. Теория напряженного состояния
9.1. Напряженное состояние в точке

Напряжения в площадке, проходящей через заданную точку нагруженного тела, зависит от ориентации этой площадки. С поворотом площадки меняются в определенной зависимости и напряжения.

Совокупность напряжений, возникающих во множестве площадок, проходящих через рассматриваемую точку, называется напряженным состоянием в точке.

Положим, имеется некоторое тело, нагруженное произвольной системой сил (рис.9.1). При переходе от точки к точке напряженное состояние меняется достаточно медленно и всегда имеется возможность выбрать в окрестности произвольно взятой точки А такую достаточно малую область, для которой напряженное состояние можно было бы рассматривать как однородное.
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         Рис. 9.1                                                             Рис. 9.2. 
Чтобы охарактеризовать напряженное состояние в точке А, представим себе, что через нее проведены три секущие площадки и установлены величины, возникающих в них напряжений. В окрестности  исследуемой точки  шестью сечениями выделим элементарный объем в виде прямоугольного параллелепипеда (рис.9.2). Если размеры параллелепипеда уменьшать, он будет стягиваться в эту точку. В пределе все грани параллелепипеда проходят через точку А и напряжения в соответствующих секущих плоскостях могут рассматриваться как напряжения в исследуемой точке.

Полное напряжение, возникающее на секущей площадке, можно разложить на три составляющие: по нормали к площадке, которое называется нормальным напряжением σ с индексом, соответствующим осям x, y, z (рис. 9.2); касательные напряжения, обозначаемые  буквой τ с двумя индексами, первый из которых обозначает оси, перпендикулярные  к площадке, а второй -  оси, вдоль которых  направлен вектор τ. Нормальные растягивающие напряжения будем считать положительными, сжимающие – отрицательными. На невидимых гранях рассматриваемого элемента возникают соответственно такие же напряжения, но противоположно направленные.

Система сил, приложенных к элементу, должна удовлетворять условиям равновесия. Так как на противоположных гранях возникают  обратные по знаку нормальные напряжения, то первые три условия равновесия удовлетворяются тождественно и суммы проекций всех сил на оси  x, y, z  равны нулю независимо от величины возникающих напряжений. При составлении суммы моментов всех сил относительно осей x, y, z  легко обнаружить, что  момент каждой  нормальной силы уравновешивается моментом противоположной силы, расположенной на  невидимой задней грани. Исключение составляют касательные силы. Например, для оси х условие равенства нулю суммы моментов соблюдается в том случае, если момент силы 
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[image: image632.wmf]dxdy

zy

t

, т.е.

[image: image633.wmf]dz

dxdy

dy

dxdz

zy

yz

×

=

×

t

t

.

Аналогично могут быть написаны еще два уравнения равновесия. Тогда получим:
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Таким образом, на двух взаимно перпендикулярных площадках касательные напряжения, перпендикулярные к общему ребру, либо от ребра. Это есть закон парности касательных напряжений. Он справедлив для всех точек нагруженного тела, независимо от вида приложенной нагрузки и свойств материала. Следствием из условия парности касательных напряжений является то, что на гранях выделенного элемента имеем не девять, а только шесть независимых компонентов напряжений

Выше уже говорилось, что если ориентацию выделенного элемента изменить, то действующие на его  гранях напряжения будут также изменяться. При этом можно найти такое положение элемента, при котором на его гранях касательные напряжения равны нулю.

Грани элемента, по которым касательные напряжения отсутствуют, называют главными площадками, а нормальные напряжения на них – главными напряжениями. В каждой точке тела имеются, по крайней мере, три главные площадки, причем они всегда взаимно перпендикулярны. Следовательно, в каждой точке  будут также три главных напряжения, линии действия которых определяют три главных направления напряженного состояния в данной точке. Главные напряжения принято обозначать так, чтобы наибольшее из них (в алгебраическом смысле) имело индекс 1, а наименьшее – индекс 3. Например, если одно из главных напряжений равно нулю, другое – (+50) МПа, а третье – ( -  120МПа), то σ1 = 50 МПа;  σ2 = 0; σ3 = -120 МПа. В зависимости от величины главных напряжений, различают следующие виды напряженного состояния в точке: линейное или  одноосное – только одно главное напряжение (любое из трех) отличное от нуля (рис. 9.3, а), а два других равны нулю; плоское или двухосное – два главных напряжения отличны от нуля (рис.9.3, б); объемное или трехосное – все главные напряжения отличны от нуля (рис. 9.3, в).
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Рис. 9.3 
На практике чаще всего имеют место два первых вида напряженного состояния.

9.2. Определение напряжений в площадке общего положения

Если дано шесть компонентов напряженного состояния, а именно σx, σy, σz, τyz, τzx, τxy в трех взаимно перпендикулярных площадках, то можно определить напряжения вообще в любой площадке, проходящей через данную точку. Из нагруженного тела (рис. 9.1) выделим в окрестности точки А элементарный объем, но уже не в виде параллелепипеда, а в виде четырехгранника (рис.9.4). Три грани выделенного элемента совпадают с координатными плоскостями системы x, y, z, а четвертая грань образована секущей плоскостью общего положения, ориентацию которой в пространстве будем определять направляющими косинусами нормали ν, т.е. величинами l, m, n. Элементарный четырехгранник обладает теми же свойствами, что и рассмотренный выше параллелепипед. При уменьшении размеров он стягивается в точку А и в пределе все его грани проходят через эту точку. Поэтому напряжения на гранях элемента рассматривают как напряжения в исследуемой точке, но в различным образом ориентированных площадках.

На рис.9.4 пунктиром показаны составляющие напряжений на невидимых гранях. Вектор полного напряжения на площадке  общего положения BCD спроектируем на оси x, y, z. Обозначим эти проекции через X, Y, Z соответственно если эти три величины найдены, то по ним, очевидно,  могут быть найдены нормальная и касательные составляющие на площадке общего положения.

Площадь треугольника BCD обозначим через F;  треугольника  ACD через Fx;  ABD - через Fy;  ABC - через Fz. Очевидно,
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где l, m, n направляющие косинусы нормали ν.

[image: image637.jpg]AN





Рис. 9.4 
Спроектируем все силы, действующие на элемент, на оси x, y, z, получим
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или в соответствии с (9.1)
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Таким образом, для любой площадки, определяемой направляющими косинусами l, m, n проекции X, Y, Z  выражаются через шесть исходных компонентов σx, σy, σz, τyz, τzx, τxy . Т.е., напряженное состояние в точке определяется шестью компонентами.

При помощи формул (9.2) легко определить вектор полного напряжения на любой площадке, проходящей через рассматриваемую точку (рис.9.5).

Напряженное состояние определяется  уже не тремя, как вектор, числами, а шестью и представляет собой тензор. Тензору в отличие от вектора не может быть дано простого геометрического толкования. Он обычно задается в виде матрицы (таблицы), написанной, например, в виде
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Рис. 9.5
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где каждое число представляет собой значение σx, σy, σz, τyz, τzx, τxy в соответствии с расположением коэффициентов в трех уравнениях (9.2), т. е. σx = 500, τxy = 200 и т.д.
9.3. Главные оси и главные напряжения

Выразим через X, Y и Z  нормальное напряжение σν в наклонной площадке, которое равно
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Согласно выражению (9.2)
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Рассмотрим секущую площадку общего положения, проходящую через исследуемую точку. По нормали отложим отрезок r = f(σν) (рис. 9.6).

Координаты конца этого вектора будут равны
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Исключим из выражения σν направляющие косинусы l, m, n, получим
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               Рис. 9.6                                                 Рис.9.7 
Полученное соотношение  дает уравнение центральной поверхности второго порядка, а из курса аналитической  геометрии известно, что путем поворота системы координат это уравнение может быть преобразовано таким образом,  что в нем исчезнут попарные произведения координат или, иначе говоря, обратятся в нуль коэффициенты при членах попарных произведений. В данном случае это значит, что в каждой исследуемой точке напряженного тела существует такая система осей x, y, z, в которой   касательные напряжения τyz, τzx, τxy  равны нулю.  Такие оси называются главными,  соответствующие им взаимно перпендикулярные площадки называются главными площадками, а нормальные напряжения на них – главными напряжениями. В порядке возрастания эти напряжения обозначаются σ3; σ2 и  σ1. Если в окрестности исследуемой точки элементарный объем выделен главными площадками, то система сил, возникающих на гранях элемента, упрощается (рис. 9.7). 

Определим величины главных напряжений. Предположим, что  наклонная площадка (рис.9.5) является главной. Тогда полное напряжение на этой площадке (оно же главное) будет направлено по нормали ν. Обозначим его через S:
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Соотношение (9.2) примет вид
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Эти уравнения можно рассматривать как систему уравнений относительно неизвестных  l, m и n, определяющих ориентацию главной площадки в системе исходных заданных осей x, y; z. Полученная система является однородной и вместе с тем она должна давать для l, m и n ненулевые решения, так как


[image: image658.wmf]1

2

2

2

=

+

+

n

m

l

.                         (9.4)

Для того, чтобы система однородных уравнений (9.3) имела решение отличное от нулевого, необходимо, чтобы определитель этой системы был равен нулю:
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Раскрыв определитель и расположив его члены по степеням, получим
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где    
[image: image661.wmf]z

y

x

J

s

s

s

+

+

=

1

;


[image: image662.wmf]2

2

2

2

xy

zx

yz

y

x

x

z

z

y

J

t

t

t

s

s

s

s

s

s

-

-

-

+

+

=

;      (9.6)


[image: image663.wmf]z

yz

xz

zy

y

xy

zx

yx

x

J

s

t

t

t

s

t

t

t

s

=

3

.

Главные напряжения, т.е. корни уравнения (9.5)  определяются характером напряженного состояния и не зависят от того, какая система осей была принята в качестве исходной. Следовательно, при повороте исходной системы осей x, y, z коэффициенты J1, J2, J3 уравнения (9.5) должны оставаться неизменными. Они называются инвариантами напряженного состояния.

В некоторых случаях инварианты могут принимать нулевые значения. Например, если J3 = 0, то один из корней уравнения  (9.5)  также равен нулю. В этом случае будем иметь двухосное напряженное состояние или плоское. Если одновременно равны нулю второй и третий инварианты  J2= J3 =0, тогда равны нулю два корня и только одно из главных напряжений отлично от нуля. Напряженное состояние называется одноосным.

Пример. Определить главные напряжения в случае, если все компоненты напряженного состояния равны между собой (рис.4.8).

Согласно (9.5) и (9.6) имеем
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Рис. 9.8
Следовательно, данное напряженное состояние представляет собой одноосное растяжение.
9.4. Напряженное состояние при растяжении и сжатии.  Напряжения в наклонных площадках при плоском напряженном состоянии

Рассмотрим стержень, который находится под действием растягивающей силы Р (рис. 9.9). В поперечных сечениях этого стержня, достаточно удаленных от точек приложения сосредоточенных сил, нормальные напряжения распределяются равномерно и определяются по формуле
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Но для того, чтобы иметь полное представление о прочности материала, необходимо знать действующие напряжения не только в плоскости поперечного сечения, но и по любому наклонному сечению.

В окрестности какой-либо точки А, лежащей в плоскости поперечного сечения mnm’n’ (рис. 9.9)  выделим бесконечно малый элемент (рис. 9.10,а). Так как по его граням, перпендикулярным направлению растягивающих усилий, действуют нормальные напряжения, а остальные грани от напряжений свободны, то данный элемент находится в линейном напряженном состоянии. Главное напряжение σ1 = σ; σ2 = σ3 = 0. Изобразим этот элемент в виде плоской фигуры (рис. 9.10, б).
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Рис. 9.9
Определим напряжения, возникающие в наклонном сечении m1n1 (рис. 9.10, б), перпендикулярном к плоскости чертежа. Положение наклонной площадки определяется углом между направлением главного напряжения σ1 и внешней нормалью nα к  площадке. Этот угол считается положительным, если его отсчитывать против часовой стрелки от направления σ1.Наклонную площадку обозначают углом, определяющим ее положение. Так мы имеем α – площадку. По этой площадке вследствие однородности напряженного состояния для всех ее точек равномерно распределяются полные напряжения рα  параллельные  σ1.Составляющие полного напряжения, направленные по нормали к площадке и по касательной к ней, обозначим  σα  и τα. Для определения эти напряжений применим метод сечений. Так как наклонная площадка рассекла элемент на две части, отбросим одну из них, например, верхнюю и рассмотрим равновесие оставшейся нижней части (рис. 9.10, в).
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Рис. 9.10
По направлению σα действует нормальная сила 
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 и по направлению σ1 - нормальная сила 
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. Проектируя указанные силы на направление σα  и τα , получим
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где F0 = dFα cos α – площадь наклонного сечения. Учитывая это, будем иметь
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Используя полученные выражения, определим напряжения в β – площадке, перпендикулярной α – площадке (рис. 9.10, г). Нормаль nβ образует с направлением σ1 угол 


[image: image677.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

a

p

b

2

.

Заменив угол α на угол β,  получим:
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    или
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Отметим некоторые свойства линейного напряженного состояния:

1. Сумма нормальных напряжений, действующих по двум  взаимно перпендикулярным площадкам, постоянна и равна главному напряжению, т.е. 
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2. На двух взаимно перпендикулярных площадках касательные напряжения равны, но противоположны по знаку, т.е. 
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. Данное свойство является общим для любого напряженного состояния и носит название закона парности касательных напряжений.

3. Величина нормального напряжения в любом наклонном  сечении меньше σ1 и достигает максимума лишь  в поперечных сечениях. Касательное напряжение наибольшее значение принимает в сечении, составляющем угол 45° с направлением σ1. В этом случае 
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Т.о., оценивая напряженное состояние стержня при его осевом растяжении или сжатии. Можно сделать заключение о том, что стержень разрушается либо по поперечному сечению в результате действия максимальных нормальных напряжений, либо по наклонной (под углом 45°) плоскости от действия наибольшего касательного напряжения.

Рассмотрим элемент (рис. 9.11, а) по граням которого действуют растягивающие напряжения  σ1 и σ2. Проведем сечение m1-n1. определяющее положение α – площадки. Напряжения на этой площадке σα  и τα.

На основании зависимостей, выведенных в предыдущей главе и опуская промежуточные вычисления, получим:
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Отсюда видно, что максимальные касательные напряжения равны полуразности главных напряжений
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 и действуют в площадках, наклоненных под углом 45° к главным площадкам. Экстремальными значениями для нормальных напряжений σα согласно формуле будет
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Если   σ1 = σ2 = σ (рис.9.12, а), то на всех площадках, проходящих через рассматриваемую точку, нормальное напряжение равно σ, а касательное напряжение отсутствует.  Такое напряженное состояние называется равномерным двухосным растяжением (или сжатием). 
Если σ1=σ,  σ2 = 0,  σ3 = -σ  (рис. 9.12, б),  то при α = 45° нормальное напряжение в наклонной площадке равно нулю, а касательное 
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. Такое напряженное состояние называют чистым сдвигом.

9.5. Деформированное состояние

Изменение формы тела связано с перемещениями его точек. Расстояние между  положением некоторой точки А до  и после изменения формы тела (рис. 9.13) называется полным перемещением этой точки. Составляющие вектора полного перемещения по осям координат x, y, z обозначаются соответственно u, v, w. 

[image: image690.jpg]



Рис. 9.11. 
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Рис. 9.12 
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Рис. 9.13
Рассмотрим отрезок АВ, направление которого совпадает с осью х (рис. 9.14 а). Расстояние между точками А и В могут быть сколько угодно малы. Обозначим его через dx. Составляющие вектора перемещения точки В отличаются от составляющих в точке А на величины, соответствующие  изменению координаты х. Пусть точка А  перемещается вдоль оси z на расстояние w, а точка В тогда переместится по этой оси на расстояние 
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Рис. 9.14
Аналогично 
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Угол поворота отрезка АВ в плоскости xz равен отношению разности перемещений точек В и А вдоль оси z к длине отрезка dx, т.е. 
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Угол поворота отрезка АС в плоскости xz (рис. 9.14 б) равен 
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Сумма углов γ1 и  γ2 представляет собой изменение прямого угла ВАС, т.е. угол сдвига в плоскости xz:
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Аналогично могут быть написаны выражения для углов сдвига в двух других  координатных плоскостях. В итоге имеем следующую связь между перемещениями и деформациями в точке
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Совокупность деформаций, возникающих по  различным осям и в различных плоскостях, проходящих через данную точку, называется деформированным состоянием в точке.

Таким образом, деформированное состояние в точке определяется шестью компонентами и, также как напряженное состояние, представляет собой тензор и обладает свойствами, совершенно аналогичными свойствам напряженного состояния. Среди множества осей, которые могут быть проведены через исследуемую точку, существуют три взаимно перпендикулярные оси, в системе которых угловые деформации отсутствуют. Эти оси называются главными осями деформированного состояния, а линейные деформации в этой системе – главными деформациями. 

Главные деформации определяются из кубического уравнения


[image: image706.wmf]0

3

2

2

1

3

=

-

+

-

J

J

J

e

e

e

,

коэффициентами которого являются инварианты деформированного состояния:
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Из сопоставления этих выражений с выражениями для напряжений видно, что аналогом  нормального напряжения здесь является линейная деформация, а аналогом касательного напряжения – половина  угла сдвига в соответствующей плоскости.

9.6. Теории прочности

Наиболее важной задачей инженерного расчета является оценка прочности детали по известному напряженному состоянию в опасной точке поперечного сечения. Для простых видов деформаций по известным формулам определяют максимальные напряжения и сравнивают с допускаемыми для данного материала. Этот подход к оценке прочности является вполне обоснованным. При растяжении или сжатии имеет место  линейное напряженное состояние, а при прямом поперечном  изгибе  наиболее нагруженные точки находятся в условиях линейного напряженного состояния.

Для сложного напряженного состояния такой метод оценки прочности непригоден. Опыты показывают, что опасное состояние может наступить при различных предельных значениях главных напряжений σ1, σ2 и σ3 в зависимости от соотношений между ними.

Все существующие теоретические методы расчета основаны на гипотезах о преимущественном влиянии того или иного фактора на процесс перехода материала в предельное состояние. Суть этих гипотез для оценки прочности материала заключается в замене фактического напряженного состояния равноопасным (эквивалентным) ему линейным напряженным состоянием. Равноопасными называют такие  напряженные состояния, у которых при пропорциональном увеличении напряжений одновременно наступает предельное состояние.

Приведение сложного напряженного состояния к равноопасному ему линейному осуществляется заменой главных напряжений σ1, σ2 и σ3 эквивалентным напряжением, которое  надо создавать в растянутом образце, чтобы получить напряженное состояние, равноопасное заданному.

Выбранную за основу  гипотезу о преимущественном влиянии на прочность материала того или иного фактора называют теорией прочности.

Теория наибольших нормальных напряжений (первая теория прочности).  Согласно этой теории влияние на прочность оказывает величина наибольшего нормального напряжения. Предполагается, что нарушение прочности в общем случае напряженного состояния наступает тогда, когда наибольшее по абсолютной величине нормальное напряжение достигает значения, равного предельному состоянию данного материала при простом растяжении или сжатии.

Условие прочности записывается в следующем виде:
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где σтах – величина наибольшего по абсолютному значению главного напряжения для исследуемого напряженного состояния.

Эта теория дает удовлетворительные результаты лишь для весьма хрупких материалов при условии, что наибольшее напряжение -  растягивающее.

Теория наибольших линейных деформаций (вторая теория прочности). Согласно этой теории основной причиной разрушения материала является наибольшая относительная линейная деформация. Предполагается, что в общем случае напряженного состояния нарушение прочности наступит тогда, когда наибольшая линейная деформация по абсолютной величине  εтах достигает опасного значения, соответствующего предельному состоянию данного материала при растяжении или сжатии. Условие прочности записывается в виде
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Из трех деформаций ε1, ε2  и ε3  наибольшей по абсолютной величине  будет ε1, тогда используя обобщенный закон Гука, будем иметь
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Имея в виду, что 
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Следовательно, по этой теории прочности с допускаемым напряжением нужно сравнивать комбинацию напряжений, которая и представляет собой некоторое напряжение, называемое эквивалентным, или приведенным. Опытами эта теория  подтверждается только для хрупких материалов (легированный чугун, высокопрочная сталь после низкого отпуска и др.).
Теория наибольших касательных напряжений (третья теория прочности). Фактором, определяющим прочность материала, здесь принимается величина наибольшего касательного напряжения. Предполагается, что предельное состояние в общем случае напряженного состояния наступит тогда, когда  наибольшее касательное напряжение достигнет опасного значения τтах, соответствующего предельному состоянию данного материала при растяжении. Условие прочности имеет вид 
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, то условие прочности для часто встречающегося случая плоского напряженного состояния (рис. 9.15) можно записать в виде
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Третья теория прочности хорошо подтверждается для пластичных материалов, но она не применима для хрупких материалов.

Энергетическая теория прочности (четвертая теория прочности). В качестве критерия прочности в этом случае принимается количество удельной потенциальной энергии формоизменения, накопленной деформированным элементом. Переход материала в предельное состояние в общем случае напряженного состояния произойдет тогда, когда величина удельной потенциальной энергии формоизменения достигнет значения, соответствующего  предельному состоянию данного материала при растяжении. Условие прочности имеет вид
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Рис. 9.15 

Энергетическая теория прочности дает для пластичных материалов более точное, по сравнению с третьей теорией, совпадение теоретических расчетов с экспериментальными данными, благодаря чему, она получила большее распространение. Для расчета деталей из хрупких материалов данная теория также не применима.

10. Кручение
10.1. Чистый сдвиг и его особенности

Чистым сдвигом называют такое напряженное состояние, когда на гранях элементарного, выделенного из бруса элемента действуют только касательные напряжения. Такие грани называют площадками чистого сдвига. Пусть, например, к брусу приложены перпендикулярно его оси две равные по модулю и противоположные по направлению силы Р, действующие весьма близко друг от друга (рис. 10.1, а).

При достаточной величине этих сил произойдет срез, т.е. отделение левой части от правой по некоторому сечению АВ. В зоне действия усилий деформации среза будет предшествовать перекашивание углов параллелепипеда abdc (рис. 10.1,б). Эту деформацию называют сдвигом. На гранях параллелепипеда возникают касательные напряжения, направления которых определяется законом парности касательных напряжений. Величина этих напряжений
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Под действием  касательных напряжений грань cd смещается относительно грани ab вниз и занимает новое положение c’d’. Величина  δ сдвига cc’ относительно плоскости ab носит название  абсолютного или линейного сдвига.
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Рис. 10.1 
Величина его зависит от расстояния между параллельными плоскостями. Отношение  
[image: image723.wmf]h
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 называют относительным сдвигом. Угол γ, на который поворачиваются сечения ас и bd в процессе деформации, носит название угла сдвига. В пределах упругой деформации угол сдвига  очень мал, поэтому тангенс угла может быть заменен самим углом:
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Следовательно, угол сдвига γ характеризует относительную деформацию при сдвиге.

Для деформации чистого сдвига закон Гука выражается соотношением
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где G – коэффициент пропорциональности, называемый модулем  упругости второго рода. Он имеет размерность напряжения, так как относительный сдвиг является величиной безразмерной. Величины модулей упругости первого и второго рода связаны между собой следующей зависимостью
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где Е – модуль упругости первого рода; μ – коэффициент Пуассона. 

Подставив в полученную формулу значение касательного напряжения, приведенную выше, и значение относительного сдвига, получим еще один вариант формулы закона Гука для сдвига:
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На практике целый ряд деталей и элементов конструкций работает в таких условиях, что внешние силы стремятся их разрушить именно путем сдвига. Простейшими примерами могут являться болтовые и заклепочные соединения. Конструкцию на прочность при деформации сдвига рассчитывают так, чтобы действительные касательные напряжения были меньше допускаемых.

Условие прочности на сдвиг имеет вид
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Допускаемое напряжение при срезе обычно принимается  как некоторая часть допускаемого напряжения того же материала при растяжении. Например, для стали, меди, алюминия 
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10.2. Кручение бруса круглого поперечного сечения

Цилиндрический брус, закрепленный одним концом и нагруженный парой сил с моментом М, действующей в плоскости поперечного сечения бруса, подвергается деформации, называемой кручением.  Если на поверхности такого бруса нанести сетку из равноотстоящих окружностей и образующих (рис. 10.2, а), можно заметить, что  образующие  цилиндра превращаются в винтовые линии большого шага (рис. 10.2, б), а прямоугольники сетки – в параллелограммы. Это позволяет сделать следующие выводы об основных свойствах деформации кручения в пределах упругости:

1. Ось цилиндра, называемая осью кручения, не деформируется.

2. Нормальные поперечные сечения остаются плоскими, нормальными к оси цилиндра, сохраняют первоначальный диаметр и форму, т.е. поперечные сечения цилиндра при кручении поворачиваются как жесткие диски, не претерпевая деформации сдвига в плоскости дисков.

3. Равноотстоящие поперечные сечения поворачиваются одно относительно другого на равные углы, т.е. угол поворота поперечных сечений относительно закрепленного конца цилиндра увеличивается пропорционально удалению от этого конца. Угол поворота концевого сечения относительно закрепленного конца называют полным углом закручивания и обозначают  через φ.

4. При кручении цилиндра в его поперечных сечениях возникают только касательные напряжения.  Нормальные напряжения в поперечных и продольных сечениях пренебрежимо малы и могут быть приняты равными нулю. В пределах упругих деформаций высоту цилиндра, подвергнутого скручиванию, можно считать неизменной.

Энергетическая теория прочности (четвертая теория прочности). В качестве критерия прочности в этом случае принимается количество удельной потенциальной энергии формоизменения, накопленной деформированным элементом. Переход материала в предельное состояние в общем случае напряженного состояния произойдет тогда, когда величина удельной потенциальной энергии формоизменения достигнет значения, соответствующего  предельному состоянию данного материала при растяжении. Условие прочности имеет вид


[image: image731.wmf][

]

s

t

s

s

£

+

=

2

2

3

экв

.

В месте закрепления цилиндра возникает реактивный крутящий момент Мр, равный внешнему моменту М, приложенному к свободному концу цилиндра. Рассечем цилиндр плоскостью I и рассмотрим равновесие его нижней и верхней части. Из условий равновесия  видно, что Мр = М’ и М’’ = М. то есть  M’= M’’ = M.

 Таким образом,  крутящий момент, действующий в любом сечении  цилиндра, являющийся моментом внутренних сил упругости, численно равен моменту внешней пары сил, действующей по любую сторону от сечения. Условимся, что если со стороны внешней нормали момент будет направлен по часовой стрелке, то будем считать его положительным и наоборот. На рис. 10.3 показано несколько примеров нагружения бруса  внешними моментами. Для этих моментов применено условное обозначение в виде двух кружков. Кружок с точкой обозначает силу, направленную на наблюдателя, а кружок  с крестиком – силу, направленную от наблюдателя. На рис. 10.3  приведены соответствующие  эпюры крутящих моментов. Положительные моменты отложены вверх.
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Рис. 10.2
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Рис. 10.3
10.3. Расчеты на прочность и жесткость

Рассмотрим элемент, выделенный сечениями I и II из цилиндра, один конец которого закреплен неподвижно, а другой нагружен парой сил с моментом М (рис. 10.4, а). В результате действия этого момента возникает деформация кручения и образующая цилиндра abcd  займет положение   ab’c’d’. Если сечение I, находящееся на расстоянии  x от нижнего конца цилиндра, повернулось на угол φ, то сечение  II, находящееся на  расстоянии  x+dx от нижнего сечения, повернется на угол φ + dφ (рис. 10.4, б). 

Проведем из точки b прямую  bc’’ параллельно b’c’. Тогда  угол cO2c’’ = dφ.  Элемент bc’’c’b’ до поворота сечения  II относительно  сечения I имел вертикальные боковые стороны. Следовательно, абсолютный сдвиг элемента
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Относительный сдвиг
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Обозначим 
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, где θ – угол закручивания, отнесенный к единице длины цилиндра, называемый относительным углом закручивания.

Для цилиндров постоянного сечения, находящихся под действием постоянных  крутящих моментов θ = const. Так как  в соответствии с принятыми допущениями радиусы при кручении остаются прямыми, то можно сказать, что для всякого элемента, лежащего внутри цилиндра на радиусе ρ, относительный сдвиг
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Рис. 10.4

По закону Гука напряжение в сечении цилиндра
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τmin =0; при  ρ = 0; τmax = G θ r  при  ρ = r.
Из этих соотношений видно, что напряжение внутри цилиндра изменяется по закону прямой линии пропорционально расстоянию от оси вращения. Минимальное напряжение, равное нулю, имеет  место в центре поперечного сечения, а максимальное – на поверхности его (рис.10.4, в).

Элементарная касательная сила, действующая на элементарной площадке dF
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Элементарный момент, создаваемый силой dP относительно  центра сечения


[image: image742.wmf]dF

G

dP

dM

2

qr

r

=

=

.

Сумма таких элементарных моментов, взятая по всей площади поперечного сечения цилиндра, равна крутящему моменту, который действует в рассматриваемом сечении  цилиндра
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Так как G = const и  ρ =const, то 


[image: image744.wmf]p

F

кр

J

G

dF

G

М

q

r

q

=

ò

=

2

,

где 
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- полярный момент инерции сечения.

Из полученного соотношения  определим угол закручивания
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Полный угол закручивания в радианах
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Произведение модуля упругости второго рода на полярный момент инерции 
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 называется жесткостью при кручении. Она характеризует способность тела из данного материала сопротивляться деформации кручения.

Найдем зависимость напряжения от крутящего момента. В соотношение (10.1) подставим вместо θ найденное его значение:
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Отсюда наибольшее напряжение при кручении будет при ρ = r
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- полярный момент сопротивления.

Условие прочности при кручении будет выполнено в том случае, если максимальное значение напряжения, возникающего при кручении, не превышает величины допускаемого напряжения
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Допускаемое напряжение при кручении для стали обычно принимают


[image: image754.wmf][

]

(

)

[

]

s

t

6

,

0

5

,

0

¸

»

кр

,
где 
[image: image755.wmf][

]

s

- допускаемое напряжение при растяжении.
11. Расчет изгибаемых элементов конструкций
11.1. Внутренние  силовые факторы при деформации изгиба
Деформация изгиба прямолинейного стержня происходит, если к нему будут приложены в плоскостях, проходящих через ось стержня, пары сил или силы перпендикулярные к его оси. При этом в поперечных сечениях деталей или их элементов возникают изгибающие моменты, т.е. внутренние моменты, действующие в плоскости, перпендикулярной к плоскости поперечного сечения.   Стержень, работающий на изгиб, называют балкой. При таком действии сил ось балки искривляется, балка изгибается. Если изгибающий момент в сечении является единственным силовым фактором, изгиб называют чистым.  При наличии в поперечном сечении, наряду с моментом, поперечных сил изгиб называют поперечным.

Если на модели, представляющей собой  прямолинейный призматический брус, длина которого значительно превышает его поперечные размеры, нанести на его боковой грани равноотстоящие горизонтальные и вертикальные линии (рис. 11.1. а), то под действием двух равных и противоположно направленных моментов М брус изгибается, как показано на рис. 11.1, б.

Рассмотрение изогнутого бруса позволяет установить следующие основные признаки чистого изгиба.

1. Плоские поперечные сечения остаются плоскими и поворачиваются на некоторый угол одно относительно другого.

2. Плоские продольные сечения искривляются, о чем можно судить по тому, что продольные горизонтальные прямые, нанесенные на боковые грани, становятся кривыми линиями.

3. Волокна на вогнутой стороне бруса укорачиваются, что свидетельствует об их сжатии, а на выпуклой стороне – удлиняются, растягиваются. Как показывает опыт, одна из горизонталей на боковой грани бруса не изменяет своей длины (линия ОО на рис. 11.1, б). Это позволяет сделать вывод о существовании у бруса слоя, который не испытывает ни растяжения, ни сжатия. Такой слой называется нейтральным слоем. След ef нейтрального слоя на плоскости поперечного сечения называют нейтральной осью (рис.11.1, в). 

Рассмотрим методику определения изгибающего момента Миз и поперечной силы Q. Пусть балка, лежащая на двух опорах А и В, нагружена  вертикальными силами, распределенной нагрузкой и сосредоточенными моментами, действующими в вертикальной плоскости симметрии балки (рис. 11.2). Опорные реакции можно определить из условий равновесия балки.

Рассмотрим поперечное сечение балки mn балки, определяемое абсциссой х. Указанное сечение делит внешние силы и моменты, приложенные к балке, на две взаимно уравновешивающиеся системы, из которых одна действует слева, а другая – справа от данного сечения.
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Рис. 11.1

Каждую из этих систем можно привести к центру тяжести С рассматриваемого сечения. Тогда главный вектор и главный момент относительно центра С сил, действующих слева от сечения, должны быть соответственно равны по модулю и противоположны по направлению главному вектору и главному моменту относительно того же центра сил, действующих справа от этого сечения. Указанный главный вектор и главный момент, являются статическими эквивалентами внутренних сил, возникающих при изгибе в поперечном сечении.

Главный вектор внешних сил, действующих на балку по одну сторону от данного сечения, называется поперечной силой Q в данном сечении.

Таким образом,  поперечная сила  в любом сечении определяется как алгебраическая сумма сио,  расположенных по одну сторону от сечения. Эта сила будет иметь положительное значение, если для левой части балки она направлена вверх, а для правой – вниз (рис. 11.3, а, б).
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Рис. 11.2
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Рис. 11.3
Главный момент внешних сил, действующих по одну сторону от сечения рассматриваемой балки относительно центра тяжести этого сечения называется изгибающим моментом Mи в данном сечении. Следовательно, изгибающий момент в любом сечении численно  определяется как алгебраическая сумма моментов, действующих на балку внешних сил, расположенных по одну сторону от рассматриваемого сечения, относительно центра тяжести этого сечения. При этом для левой части балки моменты сил считаются положительными, если они направлены по отношению к центру тяжести сечения по часовой стрелке, и отрицательными, если против часовой стрелка; для правой части – наоборот (рис. 11.3, в, г).

Таким образом, для сечения  mn (рис. 11.2) слева от сечения имеем
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Или справа от сечения
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Как видно, поперечная сила Q  и изгибающий момент Ми в общем случае зависят от положения сечения, т.е. от абсциссы х. Найдем зависимость между величинами Q и  Ми, а также между Q и q. Для этого определим поперечную силу Q./  и изгибающий момент  Mu/   сечении  m/n/  на расстоянии dx  от сечения mn. 

[image: image763.wmf])

(

2

1

/

dx

x

q

P

P

R

Q

A

+

-

+

-

=

,        

[image: image764.wmf](

)

(

)

2

)

(

)

(

2

1

2

2

1

1

/

dx

x

q

M

a

dx

x

P

a

dx

x

P

dx

x

R

M

A

u

+

-

+

-

+

+

-

+

-

+

=

. 
Определим изменения dM изгибающего момента и  dQ – поперечной силы при переходе от сечения  mn к сечениию m/n/. Вычитая (2) из последнего уравнения и (1) из (3) получим 
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откуда, учитывая выражение (1)
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т.е. поперечная сила в данном сечении равна первой производной от изгибающего момента по абсциссе сечения (теорема Журавского). Аналогично получим
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т.е. вторая производная от изгибающего момента по абсциссе сечения равна интенсивности распределенной нагрузки.

Полученные зависимости используют при построении эпюр изгибающих моментов и поперечных сил, то есть графиков зависимости их от координаты х сечения. Эти эпюры дают наглядное представление о характере изменения изгибающего момента и поперечной силы по длине балки и позволяют устанавливать местонахождение опасных сечений.
11.2. Напряжения при изгибе. Расчеты на прочность

При изгибе, как было показано раньше,  величина нормальных напряжений зависит от величины изгибающего момента, а касательных напряжений – от величины поперечной силы, которые могут быть определены при помощи метода сечений. 

Первая попытка построить теорию изгиба принадлежит Галилею (1637 г.), однако лишь в 1773 г. эта теория нашла свое завершение в трудах Кулона. Теория касательных напряжений при изгибе была впервые разработана выдающимся русским инженером Д.И.Журавским в 1855 г. Для балки прямоугольного сечения. Выводы элементарной теории поперечного изгиба были подтверждены в трудах Навье и в особенности Сен-Венана с помощью  точных методов теории упругости.

Для исследовании напряжений при изгибе выберем сначала участок балки, на котором поперечная сила 
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 и, следовательно, изгибающий момент M = const. Такое напряженное состояние называется чистым изгибом. Из равенства нулю поперечной силы можно на основании вышеизложенного заключить, что при чистом изгибе в поперечных сечениях балки действуют только нормальные напряжения. При этом будем иметь в виду балку, сечение которой по всей длине постоянны. Кроме того, ограничим задачу условием, что  поперечное сечение балки симметрично относительно плоскости действия нагрузки (рис. 6.4). Эту плоскость будем называть плоскостью изгиба. Выделим элемент балки, ограниченный двумя поперечными сечениями, находящимися на бесконечно малом расстоянии ds друг от друга. При изгибе ось балки (линия пересечения нейтрального слоя с плоскостью изгиба) искривляется (рис. 11.4,а), а сечения, ограничивающие выделенный элемент,  поворачиваются вокруг нейтральных осей, проходящих через точки m  и n, и, заняв положение АВ и CD, образуют угол dφ. При этом можно считать, что указанные сечения остаются плоскими, а расстояния между продольными слоями балки не меняются. Дуга  mn, принадлежащая нейтральному слою, сохраняет первоначальную длину ds, а длина дуги  m/n/, отстоящей на расстоянии y от нейтрального слоя, принимает новое значение ds/. Радиус кривизны ρ дуги mn можно считать постоянным. Тогда имеем
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Относительное удлинение дуги
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По закону Гука напряжение в слое, отстоящем на расстоянии y от нейтрального
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Таким образом, нормальные напряжения в поперечном сечении изогнутой балки прямо пропорциональны расстояниям от рассматриваемых точек до нейтральной оси (рис. 11.4, б), т.е. изменение напряжений по сечению в плоскости изгиба подчиняется линейному закону (рис. 11.4, а).
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Рис. 11.4
Из равенства (1) следует: при y = 0 σ = 0, при   y = ymax  σ = σmax, т.е. нормальное напряжение  равно нулю на нейтральной оси и достигает максимальных значений в наиболее удаленных от этой оси волокнах.

Рассматривая  как алгебраическую величину, имеющую положительное значение для растянутых волокон и отрицательное для сжатых волокон, получим для напряжений в этих волокнах соответственно положительные и отрицательные значения.

На выделенный элемент ABCD действуют со стороны правой части балки распределенные по сечению CD силы
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где dF – элементарная площадка, расположенная на расстоянии y от нейтральной оси.

Эта система элементарных сил эквивалентна системе внешних сил, действующих на правую часть балки, приводится в данном случае к одному изгибающему моменту Ми (поперечная сила  Q = 0).
При выбранной системе осей условия равновесия будут выглядеть
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где 
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- статический момент площади сечения относительно нейтральной оси;   
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- момент инерции площади сечения относительно той же оси. Отсюда, т.к.
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кроме того 
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Из уравнения (1) следует, что нейтральная ось проходит через центр тяжести сечения и для симметричных сечений она является одной из главных центральных осей инерции. Уравнение (2) можно представить в виде
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Величина 
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 представляет собой кривизну изогнутой оси балки и характеризует величину деформации при изгибе.  Произведение модуля упругости Е, характеризующего механические свойства материала балки, на момент Инерции сечения, характеризующий форму и размеры сечения, называют жесткостью пи изгибе.

Из соотношения (3) следует, что величина деформации изогнутой  оси балки прямо пропорциональна изгибающему моменту и обратно пропорциональна жесткости при изгибе.  Таким образом, жесткость при изгибе характеризует способность балки из данного материала с заданной формой и размерами поперечного сечения сопротивляться воздействию  изгибающего момента.

Подставляя в закон Гука выражение (4), получим
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Наибольшие по абсолютной величине  напряжения возникают  на наиболее удаленных от нейтральной оси волокнах, т.е. при y = ymax. Обозначим 
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Величину Wz называют осевым моментом сопротивления сечения.

Условие прочности для балок, изготовленных из материала, одинаково сопротивляющихся растяжению и сжатию, имеет вид
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Т.е. размеры и форма поперечных сечений изгибаемой балки должны быть подобраны так, чтобы абсолютные величины напряжений в крайних волокнах не превышали допускаемых напряжений на растяжение и сжатие.

В общем случае перечного изгиба наряду с нормальными в поперечных сечениях балки возникают касательные напряжения, связанные с наличием поперечной силы.
Выделим  двумя поперечными сечениями mm и m/m/, отстоящими друг от друга на расстоянии dx, и продольной  горизонтальной плоскостью  nn/, отстоящей на расстоянии y  от нейтрального слоя, часть балки (рис. 6.5) mm/n/n. При поперечном изгибе на горизонтальной и вертикальных гранях  выделенного элемента возникают  касательные напряжения. В силу парности этих напряжений вместо напряжений в точках k, l поперечного сечения (рис. 11.5, б), отстоящих на расстоянии  y от нейтрального слоя, можно определить напряжения τ в соответствующем горизонтальном слое  nn/. Обозначим через  dМ изменение изгибающего момента Ми при переходе от сечения mm к сечению  m/m/,  При этом нормальное напряжение возрастает на величину  dσ.

В качестве первого приближения, полагаем, что касательные напряжения по ширине сечения  распределены равномерно. Рассмотрим равновесие выделенной части балки.
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где Fomc – отсеченная заштрихованная площадь; Somcz – статический момент этой площади относительно нейтральной оси z.

Аналогично 
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После преобразования с учетом того, что 
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, получим формулу Журавского 
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где Q - поперечная сила в рассматриваемом сечении; b - ширина сечения; Jz - момент инерции сечения относительно нейтральной оси; Somcz - статический момент площади отсеченной части сечения относительно нейтральной оси y. Для случая, показанного на рис 6.6, а, статический момент отсеченной  заштрихованной части определяется из соотношения
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это уравнение параболы. С учетом этого будем иметь при y = 0   
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Как видно из рис.11.6,б касательное напряжение достигает максимального значения на уровне нейтральной оси. В общем случае
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где  - статический момент всей части сечения, расположенной выше или ниже нейтрального слоя.
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Рис.11.5
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Рис. 11.6

11.3. Перемещения при изгибе

Характерные черты деформации изгиба указывают на наличие двух видов перемещений сечений  изогнутой балки: перемещение сечения, перпендикулярное к оси балки до деформации; поворот сечения по отношению к своему  первоначальному положению. Эти перемещения характеризуются прогибом балки (рис. 11.7).

Прогибом балки в точке А называется перемещение центра тяжести сечения по направлению, перпендикулярному к оси балки. Прогиб обозначается через у (для точки А – уА), максимальный прогиб – утах. Угол θ, на который поворачивается сечение относительно своего первоначального положения, называется углом поворота сечения.  

При определении прогиба и угла поворота особое значение имеет выбор направления координатных осей. Это направление следует выбирать так, чтобы знаки изгибающего момента и второй производной прогиба у// совпадали.

В результате деформации изгиба балки ее первоначально прямолинейная ось искривляется. Эта искривленная ось называется упругой линией балки.

Прогиб определяется уравнением y = f(x), где х –продольная ось балки. Тангенс угла наклона касательной плоской кривой в данной точке равен первой производной у по х: у/ = tg θ. В пределах упругости можно принять 
[image: image799.wmf]q
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 и тогда у/ = θ.

Из рис. 11.7 видно, что угол поворота нормального сечения балки равен углу наклона касательной.

Кривизна оси балки связана с изгибающим моментом и жесткостью сечения соотношением 
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Рис. 11.7 

Из курса математики известно, что
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Так как  величина (у/)2 ничтожно мала по сравнению с единицей и, следовательно, ею можно пренебречь. Приравнивая правые части написанных равенств, получим
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При системе координат, когда ось х направлена вправо, а ось у вверх, будем иметь
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Интегрируя это выражение, и учитывая, что у/ ≈ θ, получаем уравнение углов поворота
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Интегрируя второй раз, получаем уравнение прогибов
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где C и D – постоянные интегрирования, определяемые из граничных условий, каковыми являются условия опирания балки.

Пример 1. Определить максимальный прогиб уО и угол поворота θО на свободном конце консоли (рис. 111.8) балки нагруженной распределенной нагрузкой интенсивности q.

Начало координат возьмем в точке О.

Изгибающий момент в сечении на расстоянии х от правого конца
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Рис. 11.8
Подставляем выражение изгибающего момента в уравнение упругой линии балки
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Интегрируя, имеем
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Для определения С и D используем граничные условия:

у/ = 0 при х = l , откуда 
[image: image813.wmf]6

3

ql

С

=


у = 0 при х = l , откуда 
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Таким образом, уравнения (1) и (2) принимают вид
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Теперь из этих уравнений находим угол поворота и прогиб на свободном конце балки при х = l
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Знак минус в правой части последнего равенства указывает на то, что направление прогиба противоположно направлению оси у.

[image: image819.wmf]Пример 2. Для балки, изображенной на рис. 11.9 пределить прогиб yC в точке приложения силы Р. 
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Рис. 11.9
Опорные реакции определяем  из условия равновесия
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Разбиваем балку на два участка и составляем дифференциальные уравнения упругой линии для каждого из них в отдельности, так как выражения изгибающего момента  на этих участках разные.

Для первого участка
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Дифференциальное уравнение упругой линии на этом участке имеет вид
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Интегрируя, получим
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Для второго участка


[image: image826.wmf])

(

)

(

2

2

2

2

2

a

x

P

x

l

Pb

a

x

P

x

R

M

A

-

-

=

-

-

=

;     (5)


[image: image827.wmf])

(

2

2

//

2

a

x

P

x

l

Pb

EJy

-

-

=

;                (6)


[image: image828.wmf]2

2

2

2

2

/

2

2

)

(

2

C

a

x

p

x

l

Pb

EJy

+

-

-

=

;        (7)


[image: image829.wmf]2

2

2

3

2

3

21

2

6

)

(

6

D

x

C

a

x

P

x

l

Pb

EJy

+

+

-

-

=

.    (8)

Определим постоянные интегрирования  С1, С2, D1, D2.
Из условия непрерывности упругой линии балки в точках сопряжения отдельных участков балки следует, что при х1 = х2 = а соблюдаются условия: 
[image: image830.wmf]/
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, откуда на основании уравнений (3) и (7)имеем С1 = С2; y1 = y2, откуда на основании уравнений (4) и (8) имеем D1 = D2.
Из условия опирания концов балки найдем значения постоянных интегрирования. При х = 0 прогиб у1 = 0. Пользуясь уравнением (4), получим D1 = 0.
При х2 = l  прогиб у2 = 0  Из уравнения (8) находим
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Теперь определим искомую величину уС из уравнения (4) или (8) при условии, что у1 = уС при х1 = а, окончательно получаем
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12. Сложные виды деформаций стержней

В отличие от простых видов деформации на практике встречаются нередко случаи, когда в поперечных сечениях балки или бруса возникают одновременно несколько внутренних силовых факторов. Такие случаи называются сложным сопротивлением. Расчеты на прочность и жесткость в таких случаях основываются на принципе независимости  действия сил.

12.1. Косой изгиб

Косым изгибом называется такой случай плоского изгиба, при котором плоскость действия изгибающего момента не совпадает ни с одной из главных плоскостей инерции балки или бруса. Наиболее удобный способ решения такой задачи – приведение его  к двум прямым плоским изгибам. Для этого изгибающий момент, возникающий в поперечном сечении, раскладывают на два момента, которые действуют в плоскостях, проходящих через главные оси инерции сечения. В поперечных сечениях при косом изгибе возникают в общем случае,  как поперечные силы, так и изгибающие моменты, которые вызывают появление касательных и нормальных напряжений. Но влиянием касательных напряжений в расчетах на прочность обычно пренебрегают.

Рассмотрим балку, защемленную одним концом и нагруженную на другом силой Р (рис. 8.1). [image: image833.jpg]



Рис. 12.1
Сила Р направлена под углом к главной оси Оу. Определим напряжения в некоторой точке С поперечного сечения, отстоящего от свободного конца на расстоянии х. Точка С по отношению к главным осям имеет координаты  y и z. Разложим силу Р по главным осям на вертикальную и горизонтальную составляющие: 
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, которые вызывают в рассматриваемом сечении изгибающие моменты
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Эти моменты будем считать положительными, если они в первом квадранте вызывают  растягивающие напряжения.

Исходя из принципа независимости действия сил, напряжение в точке С можно вычислить, рассматривая два плоских изгиба отдельно. Тогда
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, где  σ/ и  σ// - нормальные напряжения, вызываемые действием моментов Mz и My. Т.е. напряжение в точке С будет равно
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Уравнение нейтральной линии получим из этого же выражения, положив σ = 0 и обозначив координаты точек этой линии  y0 и z0. Тогда
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Это уравнение показывает, что нейтральная линия проходит через центр тяжести сечения (точку О). Преобразуем полученную зависимость
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a

a

tg

Px

Px

M

M

z

y

=

=

cos

sin

.

В результате получим
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Отношение 
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 углу наклона нейтральной линии к оси z. Окончательно имеем


[image: image845.wmf]a

b

tg

J

J

tg

y

z

-

=

.     (1)

При 
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, т.е. нейтральная линия не перпендикулярна к силовой линии (рис. 12.2), как это имело место для прямого изгиба. Если же 
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(круг, квадрат и др.), то  указанные линии взаимно перпендикулярны, но в этом случае косой изгиб вообще невозможен, поскольку центральная ось сечения является главной осью инерции.
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Рис. 12.2

Прочность балки следует проверять в тех сечениях, где изгибающие моменты  Mz и My достигают одновременно больших значений. Таких сечений может оказаться несколько. Если положение опасного сечения известно, то в нем нужно отыскать наиболее нагруженные точки. Наглядное представление о распределении нормальных напряжений по поперечному сечению балки дают эпюры σ. Применительно к рассмотренной балке эти эпюры показаны на рис.12.2, б. Очевидно, что наиболее напряженными будут точки А и В, наиболее удаленные от нейтральной линии, причем в точке А действует максимальное растягивающее напряжение, а в точке В – максимальное  сжимающее напряжение.

Условие прочности имеет следующий вид
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Для сечений, имеющих две оси симметрии (прямоугольник, двутавр и др.) и выступающие углы, опасной будет одна из угловых точек, для которой можно записать условие прочности в виде
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где  Wz  и Wy – моменты сопротивления сечения относительно осей z  и y.

12.2. Изгиб с растяжением (сжатием)
Изгиб с осевым растяжением (сжатием) прямого бруса. В общем случае на брус могут действовать как поперечные, так и продольные нагрузки (рис. 12.3, а). такое нагружение приводит к появлению в поперечных сечениях изгибающих моментов Мz и Мy, поперечных сил Qz  и  Qy, а также продольной силы N (рис. 12.3, б). Следовательно, здесь имеет место сочетание косого изгиба с растяжением.

Продольная сила N изменит напряжения в каждой точке сечения на величину
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где F – площадь поперечного сечения.

Учитывая указанное обстоятельство, а также формулу напряжений при косом изгибе, получаем следующее выражение для нормального напряжения в произвольной точке С сечения
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Так как напряженное состояние в опасной точке можно считать линейным (касательные напряжения обычно не учитываются), то условие прочности имеет следующий вид:
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Если сечение имеет две оси симметрии и выступающие углы, то опасной точкой будет одна из угловых точек (рис. 8.3, в). Условие прочности в этой точке будет выглядеть в виде
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Внецентренное растяжение (сжатие) прямого бруса. Внецентренное растяжение (сжатие) характеризуется наличием силы, линия действия которой параллельна оси бруса, но не совпадает с ней (рис. 12.4).
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Рис.12.3

[image: image856.jpg]S b |




Рис. 12.4

Координаты точки приложения силы Р обозначим  через zp и yp . Применив метод сечений, найдем, что любом поперечном сечении бруса действуют изгибающие моменты 
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, а также продольная сила N = P (рис. 12.4, б).Следовательно, здесь, как и в рассмотренном случае ранее, имеет место совместное действие косого изгиба с осевым растяжением. Поэтому формула для определения напряжения в любой точке сечения с координатами z  и y будет та же
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12.3. Изгиб с кручением

В конструкциях различных механизмов очень часто встречаются детали, работающие на совместное действие изгиба и кручения. Характерным примером таких деталей являются валы самых разных устройств.

Силы, которые передаются на вал приводят к появлению в поперечных сечениях вала крутящего момента Мкр = Мх, изгибающих моментов Мy  и Мz, а также  поперечных сил  Qy  и Qz . Под действием этих силовых факторов в сечениях возникают нормальные (от изгиба) и касательные (от изгиба и кручения) напряжения. Величиной касательных напряжений от изгиба обычно пренебрегают, так как они незначительны по сравнению с касательными напряжениями от деформации кручения.

Рассмотрим вал круглого поперечного сечения (рис. 12.5, а). Построим эпюры изгибающих моментов от нагрузок, действующих в вертикальной и  горизонтальной плоскостях, а также эпюру крутящих моментов (рис. 12.5, б, в и г). Сопоставляя их, находим, что опасными являются сечения  1 – 1 и 2 – 2.

В каждом сечении круглого вала будет действовать результирующий изгибающий момент
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Нормальные напряжения от этого момента достигают наибольших значений в крайних волокнах вала
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Максимальные касательные напряжения, возникающие от действия крутящего момента
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где W – осевой момент сопротивления сечения вала.

Положение нейтральной линии в данном случае найти нетрудно, так как Jz = Jy , то β = - α, где  
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. На рис. 12.6 показана  суммарная эпюра нормальных напряжений  σ от действия результирующего изгибающего момента и эпюра касательных напряжений τ от кручения. Исследуем напряженное состояние  в одной из опасных точек, например, А.
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Рис. 12.5

В окрестности точки А (рис. 12.6, а) выделим элементарный объем (рис. 12.6, б). По четырем его граням действуют  касательные напряжения τ, а по двум граням, параллельным плоскости поперечного сечения, - нормальные напряжения σ. Остальные грани от напряжений свободны. Т.о., при изгибе с кручением элемент в опасной точке находится в плоском напряженном состоянии (рис. 12.6, в).
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Рис. 12.6
Для определения эквивалентного напряжения воспользуемся третьей теорией прочности
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Подставив в это выражения формулы (1) и (2) для напряжений  σ и τ, получим
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Если исходить из четвертой теории прочности
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, то осуществив подстановки получим
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Эти условия прочности можно заменить одной формулой
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где Мэкв  - эквивалентный (приведенный) момент.

По третьей теории прочности 
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по  четвертой теории прочности


[image: image872.wmf]2

2

75

,

0

кр

и

экв

М

М

М

+

=

.

13. Устойчивость элементов конструкций

13.1 Понятие об устойчивости

Под устойчивостью понимается свойство системы сохранять свое  состояние при внешних воздействиях. Если система таким свойством не обладает, она называется неустойчивой.

В реальных условиях всегда существуют какие-то причины, по которым может произойти отклонение от исходного равновесного состояния. Следовательно, возможность перехода к новому состоянию в неустойчивой системе всегда реализуется. В этом случае говорят, что произошла потеря устойчивости. Система при потере устойчивости может вести себя по-разному. Обычно происходит переход к некоторому новому положению равновесия, что в подавляющем большинстве случаев сопровождается большими перемещениями, возникновением пластических деформации или полным разрушением. В некоторых случаях при потере устойчивости конструкция продолжает работать и выполняет по-прежнему свои основные функции, как, например, тонкостенная обшивка в самолетных конструкциях. Возможны и такие случаи, когда потерявшая устойчивость система, не обладая устойчивыми положениями равновесия, переходит в режим незатухающих колебаний.

Наиболее простым случаем является потеря устойчивости центрально сжатого стержня (рис. 13.1, а). При достаточно большой силе стержень не может сохранять прямолинейную форму и неминуемо изогнется. Произойдет потеря устойчивости. 

Тонкостенная труба, нагруженная внешним давлением, способна  потерять устойчивость. При этом круглая форма сечения переходит в эллиптическую, а затем труба сплющивается,  хотя напряжения к моменту потери устойчивости далеко не достигают предела текучести.
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Рис. 13.1

Наиболее ярко явление потери устойчивости проявляется в легких тонкостенных конструкциях: в сжатых оболочках и тонких стенках. Поэтому при проектировании подобных конструкций одновременно с расчетом на прочность ведется расчет на устойчивость как отдельных узлов, так и всей системы в целом.

Одной из мер повышения запаса устойчивости системы является повышение ее жесткости. Для анализа устойчивости необходимо выбрать расчетную схему. Предполагается, что система является идеальной, т.е., если речь идет о  сжатом стержне, ось которого строго прямолинейна, материал однороден, силы приложены центрально. 

Идеальной системе сообщается отклонение от положения равновесия. При этом рассматриваются такие отклонения, которые являются не только малыми, но могут быть сделаны меньше любой малой наперед заданной величины. Если после устранения причин, вызвавших отклонение, система возвращается к исходному состоянию равновесия,  то последнее считается устойчивым. Если не возвращается,  то положение равновесия считается неустойчивым.

Такой подход к анализу устойчивости для абсолютного большинства упругих систем определить такие значения внешних сил, при которых устойчивое положение равновесия становится неустойчивым. Такие силы называются критическими и рассматриваются для конструкции как предельные.

При расчете на устойчивость рабочая нагрузка назначается как n – я доля критической. Под величиной n понимается запас устойчивости.

13.2. Формула Эйлера

Изучение устойчивости упругих систем начинается с простейшей задачи о равновесии стержня, сжатого центральными силами Р (рис.13.2).
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Рис. 13.2

Эта задача впервые была поставлена и решена  великим математиком Л.Эйлером в середине XVIII века. Положим, что под действием сил сжатый стержень  изогнулся (рис. 13.2). Рассмотрим условия, при которых возможно равновесие стержня с изогнутой осью.

Уравнение упругой линии  стержня при малых прогибах
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Изгиб стержня происходит в плоскости минимальной жесткости  и поэтому под величиной  J  понимается минимальный момент инерции сечения. Изгибающий момент

М = - Р у.            (1)

Обозначим 
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 тогда уравнение (1) примет вид
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Решение полученного дифференциального уравнения имеет вид
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Постоянные С1 и С2 должны быть выбраны так, чтобы удовлетворялись граничные условия:  при  z = 0  y = 0; при  z = l  y = 0.

Из первого условия  вытекает, что С2 = 0, а из второго – 
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Это уравнение имеет два решения: С1 = 0 и  sin kl = 0. 

Для второго случая  k l = π n, где n – произвольное целое число. Учитывая (2), получим


[image: image880.wmf]2

2

2

l

EJ

n

P

p

=

.

Это означает, что для того, чтобы стержень сохранял криволинейную форму, необходимо, чтобы сила Р принимала определенное значение. Наименьшая сила Р, отличная от нуля, будет при п = 1,
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Эта сила носит название первой критической или эйлеровой силы.

При п = 1 имеем  kl = π, и уравнение упругой линии примет вид
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Стержень изгибается по полуволне синусоиды с максимальным прогибом С1.

Помимо рассмотренного случая шарнирного закрепления обоих концов стержня (основного случая продольного изгиба), возможны и другие способы закрепления. Наиболее часто встречающиеся показаны на рис. 13.3.

В этих случаях пользуются обобщенной формулой Эйлера
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где υ l – приведенная длина стержня; υ – коэффициент приведения длины.
Величина коэффициента υ зависит от способа закрепления концов стержня (показана на рис.13.3). 
Под действием критической нагрузки Ркр в поперечных сечениях стержня возникают нормальные напряжения, называемые также критическими. Они будут равны
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где F – площадь поперечного сечения стержня.

Обозначим 
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Рис. 13.3
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где 
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 - безразмерная величина, называемая гибкостью стержня, которая характеризует его способность сопротивляться искривлению в зависимости от размеров и  способа закрепления концов стержня.

14. Расчеты на прочность при  динамических нагрузках 
До сих пор основная задача сопротивления материалов определение размеров поперечных сечений конструкции и выбор материала для нее  решалась при статическом действии нагрузки.  Статическое действие нагрузок имеет место, когда при передаче давления от одной части конструкции на другую механическое движение этих частей не меняется с течением времени. В этом случае каждый элемент конструкции находится в равновесии под действием  под действием внешних нагрузок и  напряжений.

Постоянство движения характеризуется тем, что скорость рассматриваемых деталей и каждой их части не меняется – отсутствует ускорение частиц этих элементов. Наличие же ускорения частиц рассматриваемого тела или соприкасающихся с ним деталей характеризует уже воздействие динамических нагрузок.

Так статическим будет действие поднимаемого груза на канат при постоянной скорости подъема груза. Но это действие будет динамическим, если груз поднимается с ускорением. Динамическую нагрузку испытывают шатуны паровых машин и  двигателей внутреннего сгорания, так как отдельные элементы их движутся с переменной скоростью.

В качестве других примеров конструкций, работающих на динамическую нагрузку, можно указать на фундамент машины, имеющей вращающиеся части, расположенные внецентренно относительно оси вращения, - они будут испытывать нормальное ускорение и т. д.

Из примеров видно, что на практике мы можем встречаться с различными видами ускорения рассматриваемой детали или соприкасающихся с ней тел. Но может быть постоянно по величине и направлению или только по направлению; может быть знакопеременным.

При переменных и знакопеременных напряжениях происходит разрушение от постепенно развивающейся трещины и это явление называется усталостью.

При резком изменении скорости движения элемента конструкции, в зависимости от передачи на него давлений от соседних деталей, имеет место явление удара. В этом случае может обнаружиться хрупкость в таких материалах, которые при статическом действии нагрузки  оказывались пластичными.

14.1.  Прочность материала при переменных напряжениях 160
Как установлено практикой, в случае действия на элементы конструкции нагрузок, периодически изменяющихся во времени по величине или по величине и направлению, разрушение происходит при напряжениях, значительно меньших предельных значений. С подобными действиями нагрузок приходится встречаться, как правило, при расчетах движущихся элементов машин и механизмов: коленчатых и торсионных валов,  клапанных пружин, кривошипно-шатунных механизмов и др.

Нагрузки, вызывающие появление в поперечных сечениях периодически изменяющихся напряжений, называют циклическими нагрузками. Совокупность всех значений напряжений за время одного периода их изменения носит название цикла напряжений. Частота изменения напряжений характеризуется  числом циклов за единицу времени, а продолжительность цикла во времени определяет период цикла.

Характер разрушения материала от воздействия на него циклических нагрузок отличается от характера разрушения при статических нагрузках. Разрушение начинается обычно с образования микротрещин, которые прогрессивно развиваются вглубь материала, уменьшая тем самым площадь поперечного сечения детали. Разрушение всегда происходит внезапно, после того как площадь сечения сократится настолько, что не может  выдержать заданной нагрузки.

Явление разрушения материала от действия переменных напряжений называют усталостью материала. Способность материала воспринимать многократное действие переменных напряжений без разрушения носит название выносливости, или циклической прочности.

Максимальные переменные напряжения, при которых материал способен сопротивляться, не разрушаясь, при любом произвольно большом числе циклов нагружения, называется пределом выносливости.

Законы изменения переменных напряжений  могут быть самыми разнообразными, но чаще всего их представляют как функцию, изменяющуюся по синусоидальному закону.

Основными параметрами цикла (рис. 14.1) являются: 
наибольшее σmax и наименьшее  σmin (в алгебраическом  смысле) напряжения цикла;

среднее напряжение 
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[image: image894.wmf]max

min

s

s

=

r

.

Если  σmax = σ и σmin = - σ, то имеем симметричный цикл напряжений (рис. 14.1, б), для которого σm = 0; σa = σ и  r = - 1.

Цикл напряжений, для которого  σmax = σ; σmin = 0; σm = σа = σ/ 2; r = 0, называется пульсирующим  циклом (рис. 14.1, в).
Постоянное статическое напряжение (рис.14.1, г) можно рассматривать как частный случай переменного цикла с параметрами
σmax = σmin = σ; σm = σ;  σа = 0; r = +1.

Из  рассмотренных циклов наиболее опасным является симметричный цикл, поскольку именно для него предел выносливости имеет минимальное значение.
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Рис.14.1

Величину предела выносливости при симметричном цикле определяют на основании опытных данных. Для этого изготовляют серию одинаковых образцов, каждый из которых подвергают действию переменных напряжений. Целью испытаний является определение числа циклов N, при котором разрушается каждый образец. Кривую, построенную по экспериментальным данным в координатах (σmax, N) называют кривой выносливости (рис. 14.2).
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Рис. 14.2

Для большинства металлов характерной особенностью кривой выносливости является наличие горизонтальной асимптоты. Последняя является следствием тог, что при некотором значении наибольшего напряжения цикла образец может выдержать  теоретически бесконечно большое число циклов нагружения. Это напряжение и носит название  предела выносливости и обозначается в общем случае σr, где  r – коэффициент асимметрии  цикла. При симметричном цикле r = - 1, а потому  σr, = σ-1 , при пульсирующем цикле r = 0, σr = σ0 .  
Для черных металлов за предел выносливости принимают то предельное значение наибольшего напряжения, при котором не происходит разрушения после прохождения 107 циклов. Это число циклов называют базовым и обозначают N0. Для цветных металлов и закаленных сталей N0 = 108 циклов.

На выносливость элементов конструкций, находящихся в реальных условиях эксплуатации, влияет ряд факторов, которые обычном статическом расчете не играют существенной роли. Предел выносливости зависит не только от свойств материала, из которого изготовлены указанные элементы, но и от их формы, размеров, способа изготовления и условий работы.

Влияние концентрации напряжений. В местах резкого изменения поперечных размеров детали, у отверстий, надрезов, выточек и т.п. возникает местное повышение напряжений,  снижающее предел выносливости по сравнению с таковым для  гладких цилиндрических образцов. 

Основным показателем  местных напряжений является теоретический коэффициент концентрации напряжений
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где σтах – наибольшее местное напряжение, σном – так называемое номинальное напряжение. Это – то напряжение, которое определяется по формулам сопротивления материалов без учета эффекта концентрации. Обычно подсчет σном ведется по наиболее ослабленному сечению. Например, для полосы с отверстием
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а для  случая изгиба ступенчатого стержня
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Концентрация напряжений оказывает на прочность детали различное влияние в зависимости от свойств материала и от характера нагружения. В связи с этим в отличие от  теоретического вводится понятие эффективного коэффициента концентрации kr. 
В условиях циклически изменяющихся напряжений (при r = - 1) эффективный коэффициент концентрации определяется отношением


[image: image900.wmf]/

1

1

1

-

-

-

=

s

s

k

,

где σ-1 – предел выносливости гладкого образца, а σ-1/ - предел выносливости, подсчитанный по номинальным напряжениям для образца, имеющего концентрацию напряжений.

Значения эффективных коэффициентов концентрации  приводятся в справочниках.

Влияние размеров деталей.  Экспериментально установлено, что с увеличением размеров испытуемого образца предел выносливости его понижается. Это объясняется тем, что, во-первых, на образцах больших размеров более вероятны дефекты материала, а во-вторых, при изготовлении малых образцов имеет место упрочнение (наклеп) поверхностного слоя на относительно большую глубину, чем у  образцов больших размеров.

Влияние размеров деталей на величину предела выносливости учитывается коэффициентом 
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где (σ-1)d – предел выносливости детали заданных размеров (диаметром d); (σ-1)d0 – предел выносливости лабораторного образца подобной конфигурации, имеющего малые размеры (d0 = 7 – 10 мм). Это отношение называют коэффициентом влияния абсолютных размеров сечения или масштабным фактором. На рис. 14.4 приведена графическая зависимость между диаметром d детали и коэффициентом εσ (шкала  - логарифмическая).
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Рис. 14.4
Кривая 1 соответствует детали из углеродистой стали без  концентрации напряжений, кривая 2 – то же, но с умеренной концентрацией. При расчете деталей из легированной стали пользуются кривыми 2 и 3 (соответственно при отсутствии и наличии  концентрации напряжений). Если деталь имеет большую концентрацию напряжений (типа нарезки), то зависимость 
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 для любой стали изображается кривой 4.

Влияние состояния поверхности. Состояние поверхности деталей зависит от качества механической обработки. Так как разрушение материала от периодически изменяющихся нагрузок начинается с образования микроскопических трещин на поверхности детали, то очевидно, что их образованию способствует наличие на поверхности острых рисок и царапин. Последнее приводит к уменьшению предела выносливости материала.

Влияние состояния поверхности на предел выносливости  при симметричном цикле характеризуется коэффициентом β состояния поверхности
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где σ-1 – предел выносливости тщательно полированного образца; σ-1п  - предел выносливости детали с данной обработкой поверхности. Графики изменения коэффициента β в зависимости от временного сопротивления материала σВ и вида обработки поверхности приведены на рис. 14.5.

Кривые на графике соответствуют следующим видам обработки поверхности: 1 – полирование; 2 – шлифование; 3 – тонкое обтачивание; 4 – грубое обтачивание; 5 – наличие окалины.
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Рис. 14.5

Различные способы поверхностного упрочнения детали могут существенно повысить значение коэффициента β(до 1,5 – 2 и более вместо 0,6 – 0,8 для деталей без упрочнения).

14.2. Ударная нагрузка 
Под ударной понимается всякая быстро изменяющаяся нагрузка. Задача о расчете конструкций на ударную нагрузку содержит в себе много трудностей. К ним относится, в первую очередь, анализ напряженного состояния в зоне контакта соударяющихся тел и процесс изменения контактных сил во времени. Существенную роль в процессе удара играет  трудно поддающийся анализу  фактор рассеяния энергии. Поэтому ограничимся простейшими приемами расчета,  которые не дают высокой точности, но в то же время позволяют правильно оценить порядок перемещений, напряжений и деформаций при ударе.

Рассмотрим систему с одной степенью свободы (рис. 14.6). Масса т движется  в горизонтальном направлении со скоростью v0 и останавливается  упругим элементом в виде пружины. Массой пружины пренебрегаем. 

После того, как груз коснулся пружины, скорость его начнет уменьшаться. Когда вся кинетическая энергия груза перейдет в потенциальную энергию сжатой пружины, груз остановится, а сила, сжимающая пружину, достигнет максимума. Далее начнется движение в
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       Рис. 14.6                                  Рис. 14.7

обратном направлении. Сила взаимодействия между пружиной и грузом будет уменьшаться. Когда пружина полностью распрямится, груз при отсутствии сил трения получит прежнюю скорость v0, но в обратном направлении. Процесс совместного движения груза и пружины  описывается при  помощи уравнения гармонических колебаний
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где 
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- частота собственных колебаний груза, присоединенного к пружине. За начало  отсчета времени t примем  момент соприкосновения груза с пружиной. Тогда получим следующие начальные условия:  при t = 0  ξ = 0 и  
[image: image910.wmf]0

v

=

x

&

. Это дает возможность определить постоянные С1 и С2:
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и тогда 
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Закон изменения перемещения груза в зависимости от времени показан на рис. 14.7. Максимальное  смещение 
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Оно имеет место по истечении времени Т/4 после момента соприкосновения груза с пружиной. Наибольшая величина силы, сжимающей пружину, так называемая динамическая нагрузка, равна
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Величина силы Ртах может быть определена также из условия  энергетического баланса.  Кинетическая энергия движущегося груза равна  потенциальной энергии сжатой пружины
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что совпадает с ранее выведенным.

Энергетический подход является более предпочтительным в тех случаях, когда нужно  получить только максимальные значения динамических сил и динамических прогибов и не ставится задача определения законов движения масс.
Рассмотрим теперь случай вертикального движения ударяющего груза (рис. 14.8).
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Рис. 14.8

При составлении энергетического баланса здесь необходимо учесть изменение потенциальной энергии груза на  динамическом прогибе fд, который получает пружина,

К0 + П = U,

где К0 – кинетическая энергия груза в момент соприкосновения с  пружиной; П – изменение потенциальной энергии груза на  перемещении fд,  а U – упругая энергия сжатой пружины. Очевидно,
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Тогда 
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Произведение 
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 представляет собой прогиб fст, который получила бы пружина под действием статически приложенной силы,  равной весу падающего груза. Поэтому
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Величина, стоящая в квадратных скобках, называется коэффициентом динамичности. Обозначим его через  υ
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Тогда 
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Коэффициент динамичности показывает, во сколько раз прогиб при  ударе больше прогиба, возникающего при статическом приложении нагрузки. В том же отношении меняются внутренние силы и напряжения
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Величина υ  зависит  первую очередь от жесткости системы и от кинетической энергии падающего груза. В частности, если груз опускается на  упругую систему мгновенно, но без начальной скорости, кинетическая энергия К0 = 0, и тогда  υ= 2. В этом случае максимальный прогиб вдвое больше того, который возникал бы при статическом нагружении. Соответственно вдвое большими оказываются и напряжения.
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